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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

 

Актуальность темы исследования. Конструкции, составленные из 

гибких оболочек и пластин, применяются в машиностроении, авиации, судо-

строении, ракетостроении. В промышленном и гражданском строительстве – 

это перекрытия и покрытия, навесы, козырьки и т. д. Для увеличения жёстко-

сти оболочки и пластины часто выполняются ребристыми. Напряжённо-

деформированное состояние (НДС) подобных конструкций в местах присо-

единения рёбер более сложное по сравнению с конструкциями, выполненны-

ми из гладких пластин и оболочек.  

Гибкие пластины и оболочки в ненагруженном состоянии часто имеют 

некоторые отклонения от первоначальной геометрической формы (началь-

ные прогибы). Начальные прогибы возникают в процессе изготовления, 

транспортировки, монтажа и эксплуатации конструкций.  

В процессе эксплуатации конструкции могут испытывать не только 

силовые нагрузки, но и температурные воздействия. Изменение температуры 

влечёт за собой изменение механических характеристик материала. Сниже-

ние модуля упругости при увеличении температуры вызывает уменьшение 

жёсткости конструкции, что приводит к необходимости проведения уточнён-

ных расчётов. Неучёт влияния изменения характеристик материала от темпе-

ратуры при проектировании приводит к существенным погрешностям при 

расчёте НДС конструкции. 

Величины перемещений и напряжений ребристых пологих оболочек и 

пластин, полученные в линейной постановке, значительно отличаются от ве-

личин, вычисленных с учётом физической и геометрической нелинейностей. 

Совместный учёт обеих нелинейностей, начальных прогибов, а также учёт 

изменения свойств материала от действия температуры значительно уточняет 

математическую модель для подкреплённых гибких пластин и оболочек, что 

позволяет получить более полное представление о НДС конструкции.  

В настоящее время отсутствует единый подход к расчёту подкреплённых 
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гибких пластин и пологих оболочек с одновременным учётом геометрических 

начальных несовершенств, нелинейных зависимостей и температуры. Поэтому 

задача развития метода расчёта подкреплённых тонкостенных конструкций с 

учётом вышеперечисленных особенностей является актуальной. 

Степень разработанности темы. Основы расчёта ребристых оболочек и 

пластин были заложены В.З. Власовым, А.И. Лурье, которые на основе ряда до-

пущений установили аналитическую зависимость между самой конструкцией 

пластины, оболочки и подкрепляющих её элементов.  

Исследованию напряжённо-деформированного состояния подкреплённых 

оболочек и пластин посвящены работы отечественных и зарубежных авторов: 

Н.П. Абовского, А.В. Александрова, С.А. Амбарцумяна, И.А. Биргера, 

Т.П. Виноградовой, В.З. Власова, А.С. Вольмира, Г.Д. Гавриленко, 

Л.В. Енджиевского, А.А. Ильюшина, В.А. Заруцкого, Б.Я. Кантора, В.В. Карпо-

ва, В.И. Климанова, Л.С. Ляховича, Х.М. Муштари, Ю.В. Немировского, В.В. 

Петрова, А.И. Стрельбицкой, А.Г. Тамразяна, В.Н. Филатова, А.М. Черняка, 

L.H. Donnell, Т. Karman, I.H. Marshall, T.F. Reissner, T. Yang и многие другие. 

Влияние начальных несовершенств, физической, геометрической нели-

нейностей, а также изменение температуры на прочность и жёсткость кон-

струкции рассмотрено в ограниченном количестве работ. Проектирование и 

оценка НДС тонкостенных конструкций с начальными прогибами и неодно-

родными свойствами материала, зависящими от температуры с учётом огра-

ниченных пластических деформаций при перемещениях, сравнимых с тол-

щиной элемента, представляет определенные сложности. Для более полного 

представления о НДС всей конструкции и её отдельных элементов с учётом 

вышеперечисленных особенностей необходимы новые численные и аналитиче-

ские исследования.  

Цель исследования:  

Разработка численно-аналитического метода расчёта системы подкреп-

лённых пластин и пологих оболочек с начальными прогибами и свойствами 

материала, зависящими от температуры, при действии поперечной статиче-
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ской нагрузки с  одновременным учётом физической и геометрической нели-

нейностей. 

Для достижения цели исследования были поставлены следующие задачи: 

- разработать физико-математическую модель деформирования прямо-

угольных подкреплённых пологих оболочек, пластин и сочленённых из них тон-

костенных конструкций с учётом начального прогиба, геометрической и физиче-

ской нелинейностей при силовых и температурных воздействиях с учётом упру-

гопластических деформаций и зависимости свойств материала от температуры;  

- обосновать выбор метода для линеаризации физических уравнений 

упругопластического деформирования тонкостенных элементов конструкций, 

позволяющего учитывать вышеперечисленные факторы;  

- разработать алгоритм и программу расчёта физически и геометрически 

нелинейных задач для подкреплённых пологих оболочек, пластин и сочленённых 

из них тонкостенных конструкций, находящихся под действием силовой нагруз-

ки и температуры, учитывающих соизмеримый с толщиной пластины начальный 

прогиб. Оценить сходимость и точность разработанного алгоритма расчёта; 

- провести численный анализ параметров напряжённо-деформированного 

состояния гибких пластин и пологой оболочки с учётом влияния: физической, 

геометрической нелинейностей и их совместного учёта, величины и знака 

начального прогиба, величины силовой нагрузки и температуры. 

Объект исследования: подкреплённые гибкие пластины, пологие оболоч-

ки и сочленённые из них прямоугольные конструкции с начальным прогибом. 

Предмет исследования: прочность и деформативность тонкостенных 

прямоугольных в плане подкреплённых пологих оболочек, пластин, и сочленён-

ных из них конструкций при упругопластических деформациях от действия си-

ловой нагрузки и температуры при прогибах, сравнимых с толщиной пластины. 

Методология и методы исследования. Методологической основой иссле-

дования послужили труды отечественных и зарубежных учёных в области изуче-

ния подкреплённых тонкостенных конструкций, а также методы строительной ме-

ханики, вычислительной математики, теории упругости и пластичности. Исполь-
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зованы: энергетический метод, следующий из вариационного принципа Ла-

гранжа и метод прямого поиска для определения варьируемых параметров 

функций перемещений. Метод переменных параметров упругости (МППУ), 

который при активном нагружении позволяет свести решение задачи дефор-

мационной теории пластичности к решению последовательности физически 

линейных задач теории упругости. Метод Симпсона для вычисления опреде-

лённых интегралов. 

Научная новизна работы: 

- разработана физико-математическая модель деформирования прямоуголь-

ных подкреплённых пологих оболочек, пластин и сочленённых из них конструк-

ций, позволяющая одновременно учитывать начальный прогиб, геометрическую и 

физическую нелинейности при термосиловых воздействиях с учётом ограничен-

ных упругопластических деформаций;  

- на основе разработанной модели и выбранного энергетического метода 

решения разработан алгоритм и программа для расчёта задач статики пластинча-

тых конструкций с начальным прогибом, находящихся под действием силовой 

нагрузки и температуры, с учётом нелинейного характера работы материала (фи-

зической и геометрической нелинейностей). 

- на основании численных исследований получены и систематизированы 

новые данные по влиянию начального прогиба подкреплённых пластин, пологой 

оболочки и конструкций из них, нагруженных распределённой нагрузкой на 

напряжённо-деформированное состояние. Рассмотрены перемещения пластины 

при ограниченных по величине упругопластических деформациях. Исследовано 

влияние изменения температуры на напряжённо-деформированное состояние 

подкреплённых пластин и пологой оболочки с начальными прогибами при упру-

гопластических деформациях. 

Личный вклад диссертанта заключается: 

– в постановке задач теоретического исследования; 

– разработке математической модели деформирования подкреплённых 

пологих оболочек и пластин с начальным прогибом; 
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– разработке алгоритма и программы расчёта таких элементов кон-

струкций и систем из них при силовых и температурных нагружениях; 

– обработке и анализе полученных результатов расчётов. 

Достоверность результатов основана на: 

- использовании положений теории упругости и пластичности, строгой 

математической постановке задачи по теории пластин и оболочек, коррект-

ном решении дифференциальных уравнений; 

- исследовании сходимости разработанного метода расчёта пологих 

оболочек и пластин с начальным прогибом с учётом нелинейностей (физиче-

ской и геометрической) и физико-механических свойств материала, завися-

щих от температуры, подтверждённой путём сравнения полученных резуль-

татов с данными других авторов. 

Положения, выносимые на защиту:  

- физико-математическая модель деформирования прямоугольных в плане 

подкреплённых пологих оболочек, пластин и их сочленений при силовом и тем-

пературном воздействии с учётом начальных прогибов, физической и геометри-

ческой нелинейностей;  

-  численно-аналитический метод исследования деформирования прямо-

угольных в плане подкреплённых пологих оболочек и пластин, находящихся 

под действием силовой нагрузки и температурного воздействия при разной 

величине начальных прогибов, в линейной и нелинейной постановках;  

-  результаты исследования влияния величины начального прогиба на 

напряжённо-деформированное состояние гибких пластин и пологой оболоч-

ки при термосиловом воздействии при упругопластических деформациях.  

Теоретическая значимость работы заключается: в развитии теории расчёта 

подкреплённых пластин, пологих оболочек и состоящих из них конструкций, имею-

щих начальный прогиб; в получении аналитической зависимости одновременно учи-

тывающей нелинейные факторы и начальный прогиб при действии силовой 

нагрузки и температуры. 

Практическая значимость работы заключается: в создании алгоритма 

расчёта и основанного на нём программного продукта, позволяющего опре-
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делять характеристики НДС подкреплённых тонкостенных элементов кон-

струкций с начальным прогибом при учёте физической и геометрической не-

линейностей; в возможности использования разработанного метода расчёта 

подкреплённых пологих оболочек и пластин с начальными прогибами с учё-

том физической и геометрической нелинейностей в проектных организациях 

и учебном процессе строительных вузов. Метод позволяет провести анализ 

НДС и оценить запас прочности и жёсткости указанных конструкций.  

Апробация работы. Материалы диссертационной работы были доложены, 

обсуждены и получили одобрение на: Всероссийской конференции молодых учё-

ных в институте теоретической и прикладной механики им. С.А. Христиановича (г. 

Новосибирск, 2012 г.); Первой Всероссийской конференции молодых учёных 

(г. Томск, 2013); IX Всероссийском съезде по фундаментальным проблемам теоре-

тической и прикладной механики (г. Казань, 2015 г.), III Международной научной 

конференции молодых учёных «Молодёжь, наука, технологии: новые идеи и пер-

спективы» (г. Томск, 2016 г.); X всероссийской научной конференции «Фундамен-

тальные и прикладные проблемы современной механики» (г. Томск, 2018 г.); XIV 

Международной научно-технической конференции «Актуальные вопросы архитек-

туры и строительства» (г. Новосибирск, 2021г.); научных семинарах кафедр «Стро-

ительная механика», «Железобетонные и каменные конструкции»; «Металлические 

и деревянные конструкции» ТГАСУ (2016–2021 гг.). 

Публикации. По материалам диссертации опубликовано восемнадцать 

печатных работы в научных журналах, сборниках и трудах конференций. Из 

них десять статей опубликовано в научных журналах, входящих в перечень 

изданий, рекомендованных ВАК, четыре статьи в журналах, индексируемых 

базами данных Scopus и Web of Science, и одно свидетельство о государ-

ственной регистрации программы для ЭВМ.  

Структура и объём диссертации. Диссертация состоит из введения, 

четырёх глав, основных выводов, заключения, списка литературы и прило-

жений. Диссертация содержит. Диссертация содержит 182 страницы маши-

нописного текста, 82 рисунка, 13 таблиц, библиографический список из 245 

наименований и 2 приложения. 
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ГЛАВА 1 

ОБЗОР РАБОТ ПО РАСЧЁТУ ПОДКРЕПЛЁННЫХ 

ГИБКИХ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ПЛАСТИН И ПОЛОГИХ ОБОЛОЧЕК 

С УЧЁТОМ ФИЗИЧЕСКОЙ И ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ НЕЛИНЕЙНОСТЕЙ, 

НАЧАЛЬНЫХ ПРОГИБОВ И СВОЙСТВ МАТЕРИАЛА, 

ЗАВИСЯЩИХ ОТ ТЕМПЕРАТУРЫ 

 

На прочность и жёсткость элементов конструкций влияют множество 

факторов: нелинейный характер диаграммы деформирования материала; меха-

нические свойства материала конструкции, зависящие от температуры; началь-

ные несовершенства формы (начальные прогибы); начальные напряжения; под-

крепления; несимметричный вид нагружения; граничные условия; наличие сты-

ков панелей разной толщины; воздействие внешней среды и т.д.  

 

1.1. Анализ работ по расчёту пластин и оболочек с малыми 

начальными несовершенствами формы срединной поверхности 

Анализ работ [12, 14, 26, 29, 48, 62, 63, 69, 81, 111, 137, 173, 192, 208, 

209, 217, 218, 234, 236, 238] показывает, что даже малые отклонения в гео-

метрической форме элементов конструкций приводят к существенному из-

менению их напряжённо-деформированного состояния. 

Гладкие пластинки и оболочки 

Вопрос об устойчивости оболочки со случайными несовершенствами 

формы был рассмотрен В.В. Болотиным [27]. Впоследствии появилось боль-

шое число работ [92, 93, 118, 121, 127, 231], в которых было проведено тео-

ретическое, экспериментальное и статистическое изучение поведения оболо-

чек со случайными несовершенствами.  

Устойчивость тонкостенных элементов конструкций с начальной поги-

бью исследована достаточно подробно только при работе материала в упругой 

области.  

Т.П. Виноградова в работе [36] привела результаты качественных исследова-

ний влияния начального прогиба на изгиб гибких пластин при упругопластическом 

деформировании.  
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Изгиб неидеальных неупругих цилиндрических оболочек с остаточны-

ми напряжениями рассмотрели В.С. Гудрамович, А.Ф. Деменков, С.Н. Ко-

нюхов в работе [64]. 

А.С. Дехтярь в работе [68] определял предельную нагрузку для шар-

нирно опертых пологих оболочек из идеально жёсткопластического материа-

ла с выпуклой срединной поверхностью, имеющих углубления разного про-

филя для равномерно-распределённой нагрузки. Расчёт вёлся кинематиче-

ским методом теории предельного равновесия. 

Е.П. Борзых, Г.К. Хайдуковым, В.В. Шугаевым [29] определено НДС по-

логих железобетонных оболочек с учётом неидеальной кривизны их срединной 

поверхности. Обнаружено изменение прогибов в местах изменения кривизны 

поверхности. Приведена методика расчёта. 

В работах В.В. Букши, О.В. Машкина, В.В. Рогалевича [33], С.С. Канн 

в работе [89] без учёта геометрической нелинейности проводятся расчёты на 

прочность и устойчивость пластин и пологих оболочек малого прогиба при 

начальном изгибе опорного контура. 

Х.М. Муштари [148] рассмотрел упругое равновесие тонкой оболочки с 

начальными неправильностями формы срединной поверхности, ввёл основ-

ные зависимости об упругом равновесии,  рассмотрел сплюснутую оболочку 

вращения и определил верхнее критическое давление. А.С. Вольмиром [39] 

рассмотрено влияние начального прогиба на деформацию гибких пластин 

при однородных граничных условиях.  

В работе В.Л. Якушева [212, 245] рассматривалось изменение НДС 

тонкостенных элементов конструкций, вызываемые отклонениями геометри-

ческой формы. Проведён анализ нелинейного деформирования и устойчиво-

сти тонких оболочек. 

I.H. Marshall, J. Rhodes [226] рассмотрели поведение шарнирно закреп-

лённой по всему контуру гибкой прямоугольной ортотропной пластины с 

начальным прогибом, нагруженной распределенной поперечной нагрузкой. 

Решение отыскивалось методом Ритца. Составлена система нелинейных ал-
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гебраических уравнений, содержащих зависимость «нагрузка-прогиб». Ана-

литические исследования сопоставлены с результатами проведенных автора-

ми экспериментов.  

В работе Д.В. Бабича, Л.А. Дериглазовой [18] несовершенства формы 

учитывались посредством кривизны срединной поверхности. Определялись 

характеристики НДС пологих железобетонных оболочек с несовершенствами 

формы срединной поверхности. 

Е.А. Гоцуляк и Д.Э. Присов [59] с помощью теории катастроф исследо-

вали устойчивость тонкостенных несовершенных оболочек.  

В.В. Рогалевич, С.Д. Корсаков, Г.Е. Пределина [176] на основе метода пе-

реопределения граничной коллокации рассмотрели влияния начального проги-

ба по полю и контуру, а также начальных изгибаний краев упругих гибких пла-

стин и пологих оболочек постоянной и переменной толщины на НДС и устой-

чивость. При определенных нагрузках искривленные пластины прощёлкивают. 

Huyan Xraazhi [223] провёл нелинейный анализ круговых цилиндриче-

ских оболочек с начальным прогибом при сжатии и изгибе с учётом попе-

речного сдвига методом конечных элементов. В работе проанализированы 

нелинейное деформирование, устойчивость. 

А.В. Саченков, В.Г. Выборнов [178] рассмотрели устойчивость тонко-

стенных элементов с учётом несовершенств формы. Анализ устойчивости тон-

ких пластин, цилиндрических оболочек несовершенной формы представлен в 

работах И.Я. Амиро, В.Г. Полякова, В.Г. Паламарчука [6], В.Г. Выборнова [40].  

Ребристые пластины и оболочки. 

В монографиях [45, 47] Г.Д. Гавриленко описан расчёт на прочность и 

устойчивость ребристых цилиндрических оболочек с несовершенствами формы. 

Основные нелинейные и линеаризованные уравнения приведены в статьях [43, 

219-221]. С помощью нелинейных и обобщенных линеаризованных уравнений 

методом сеток проведено исследование влияния локальных и регулярных осе-

симметричных прогибов на критические нагрузки. В работах [41, 42, 44, 220] из-

ложена методика численного расчёта докритического состояния: перемещений, 
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деформаций, напряжений для ребристых оболочек. Наличие шпангоутов и 

начального прогиба приводит к тому, что НДС каждого отсека между шпангоу-

тами, либо всей оболочки неоднородно. 

В.И. Климанов, С.А. Тимашев [100] провели расчёт на прочность и 

жёсткость ребристых гибких оболочек с начальным прогибом без учёта фи-

зической нелинейности.  

В.Н. Чернышов, Н.П. Абовский, А.С. Павлов в работе [204] при рас-

смотрении гибкой ребристой оболочки с начальными несовершенствами 

формы предложили методику построения линеаризованного функционала, 

рассмотренного на примере метода последовательных нагружений. 

О.И. Теребушко, А.В. Адуевский [191] на основании анализа докрити-

ческого и закритического равновесных состояний подкрепленных панелей с 

несовершенствами сделали ряд выводов о том, что для панелей с высокими 

рёбрами на критическую нагрузку необходимо знать реальные величины 

начальных неправильностей. Установлено, что погрешность определяемой 

величины критической нагрузки может составлять до 40 %. 

Р.П. Моисеенко [145] рассмотрел оптимизацию тонких пластин, под-

креплённых рёбрами при заданной частоте собственных колебаний. 

В работе Wang Hu, Wang Tsunkuei [242] рассмотрен вариант техниче-

ской теории нелинейного поведения подкрепленных, слоистых, композит-

ных, усеченных конических оболочек при действии произвольных нагрузок. 

Получены уравнения смешанного типа. Рассмотрено влияние подкрепления с 

эксцентриситетом и начальных несовершенств на поведение оболочек.  

Экспериментальные исследования напряжённо-деформированного со-

стояния и устойчивости пластин и оболочек с несовершенствами геометрической 

формы описаны в работах А.П. Гайдученко, В.В. Гнатюка, В.С. Гудрамовича, 

А.Ф. Деменкова, С.С. Ищенко, И.В. Куранова, В.И. Мацнера, А.М. Мильцына, 

В.И. Олевского, В.В. Плетина, Р.Б. Рикардса, Э.Ф. Сивака, Г.А. Тетерса, 

С.А. Тимашева и других. 
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А.В. Гемерлинг в работе [49] проводил испытания стальных сварных 

цилиндрических оболочек со шпангоутами на сжатие. Все вмятины и выпук-

лости были плавными. Нагружение проводилось ступенями с постепенным 

уменьшением нагрузки. Полученные экспериментально значения критиче-

ских напряжений ниже, чем теоретические. Что объясняется в работе появ-

лением начальных напряжений, вызванных дефектом формы поверхности, 

появляющимися (из-за) при наложении кольцевых швов.  

А.И. Кукарина, В.И. Мацнер, Э.Ф. Сивак в работе [114] представили 

результаты теоретических и экспериментальных исследований влияния 

начальных прогибов ребристых цилиндрических оболочек. Учёт начальных 

прогибов сокращает расхождение между значениями, полученными при экс-

периментальных и теоретических исследованиях. 

Л.М. Маневич, А.М. Мильцын, В.И. Мосаковский в работе [129] при-

водят экспериментальные исследования на устойчивость гладких цилиндри-

ческих оболочек различных масштабов. Рассматривалась деформация кон-

струкций при осевом сжатии с учётом начальных возмущающих факторов. 

R.E.McConnel, F.A. Fathelbab, D. Hatzis [227] приводят сравнение ре-

зультатов расчета и эксперимента решётчатых куполов с начальным про-

гибом. Расчёты выполнены в приращениях методом Ньютона-Рафсона. Оцени-

вается влияние начальных неправильностей. Наблюдается удовлетворитель-

ное совпадение результатов расчёта с результатами эксперимента.  

В работе G.J. Simites [237] представлен обзор работ по исследованию 

устойчивости геометрически несовершенных цилиндрических оболочек, со-

стоящий из 129 работ, выполненных до 1986 г. Работы включали в себя ис-

следования влияния на НДС геометрических, конструктивных несовер-

шенств; граничных условий; эксцентриситета нагрузки; момент наступления 

докритического состояния. 

И.Я. Амиро, В.А. Заруцкий в обзоре [7] представили основные результа-

ты экспериментальных исследований ребристых конических оболочек в ста-

тической и динамической постановках, выполненных на протяжении 30 лет в 
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институте механики им. С.П. Тимошенко НАН Украины. Исследования про-

водились по влиянию начального прогиба на частоты и формы собственных 

колебаний оболочек. Установлено, что осесимметричная погибь практически 

не влияет на вычисленные частоты, но приводит к существенному изменению 

форм колебаний. 

В.Н. Добровольским, А.П. Колодяжным [71] приведены результаты экс-

периментального исследования несущей способности тонкостенных стальных 

ребристых пластин с различным расположением подкрепляющих рёбер по их 

ширине в зависимости от величины начальных несовершенств. 

В.Б. Крицкий, П.Ф. Золотарев, Ю.М. Родичев [107] представили результаты 

теоретико-экспериментального исследования НДС и несущей способности цилин-

дрической оболочки, имеющей начальный прогиб подверженной воздействию 

внешнего давления. Расчёт выполнен методом конечных элементов.  

С.С. Ищенко [86] провёл экспериментальные исследования на малых 

моделях из тонколистовой стали подкрепленных палубных пластин на воз-

действие от колесной техники. Исследован характер распределения усилий в 

пластине по контуру нагруженной панели с ростом пластических деформа-

ций настила палубы; характер распределения полей полного и остаточного 

прогиба настила и подкрепляющего набора нагруженной панели при много-

кратном нагружении; характер работы продольных рёбер жёсткости.  

Неупругий расчёт. 

В работе Б.М. Броуде [31] рассмотрено влияние начального искривле-

ния на устойчивость круговой цилиндрической оболочки за пределом про-

порциональности.  

В.С. Гудрамовичем [65] рассмотрен изгиб и несущая способность неупругих 

цилиндрических оболочек с начальным прогибом и остаточными напряжениями. 

В.Г. Зубчанинов [82] рассмотрел устойчивость и выпучивание упруго-

пластических конструкций при сложном нагружении. Отмечено, что чувствитель-

ность к несовершенствам в пластической стадии работы имеет место в той же ме-

ре, что и в упругой стадии. При исследовании выпучивания конструкций с несо-
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вершенствами формы отмечено, что неустойчивость наступает в точках бифурка-

ции или предельных точках, тех же, как и для идеальных пластических конструк-

ций с устойчивым после бифуркационным поведением. Отмечено также, что по-

теря устойчивости конструкции после её докритического выпучивания или де-

формирования характеризуется внезапным и значительным развитием деформа-

ций.  

В.В. Кабановым, Г.И. Курцевичем [87, 88] исследована устойчивость за 

пределом упругости свободно опертых, сжатых по краям, круговых цилиндри-

ческих оболочек с осесимметричными начальными прогибами. Использована 

теория малых упругопластических деформаций. Исследовано влияние регуляр-

ных и локальных начальных прогибов для оболочек различной толщины при 

осесимметричной и неосесимметричной формах потери устойчивости.  

 

1.2. Анализ работ по определению напряжённо-деформированного 

состояния пластин и пологих ребристых оболочек 

с учётом физической и геометрической нелинейностей 

Значительный вклад в разработку теории и способов расчёта физически 

нелинейных задач пластин и оболочек внесли работы Н.П. Абовского, 

И.А. Биргера, А.С. Григорьева, О. Зенкевича, А.А. Ильюшина, Б.Я. Кантора, 

В.В. Карпова, Л.М. Качанова, В.А.Крысько, М.С. Корнишина, В.И. Королева, 

П.А. Лукаша, В.А. Мяченкова, Ю.В. Немировского, И.Г. Овчинникова, 

В.В. Петрова, Ю.Н. Работнова, А.Р. Ржаницына, Р.С. Санжаровского, 

В.В. Соколовского, Н.И. Столярова, А.И. Стрельбицкой, А.Г. Угодчикова, 

И.С. Цуркова, А.И. Цурпала, Н.А. Шульги, L.H. Donnell, Ph. G. Hodge, 

H.G. Hopkins, W. Olszak, E. Reisner, A. Sawczuk и других. 

Решение физически нелинейных задач строится на различных итераци-

онных и шаговых методах. Первый из итерационных методов – метод допол-

нительных нагрузок (МДН), предложен А.А.Ильюшиным [85]. И.А. Бирге-

ром предложен метод переменных параметров упругости (МППУ) [24]. Ре-
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зультаты расчётов показывают их быструю сходимость [161]. Также приме-

няется комбинация этих методов [75]. 

При решении физически нелинейных задач часто применяется метод 

Ньютона-Контаровича [160], сходимость которого более быстрая по сравне-

нию с МДН и МППУ, хотя в этом случае на одну итерацию требуется больше 

времени. В.В. Петров [158] предложил применять метод последовательных 

нагружений. Для уточнения решения на каждом шаге применяется двухша-

говый метод последовательного возмущения параметров. 

Задачи упругопластического деформирования ребристых, ослабленных 

вырезами и отверстиями оболочек, с подкрепляющими рёбрами представле-

ны работами [67, 97, 99, 134, 174, 181] и других авторов. 

Упругопластическое деформирование жёстких ребристых пластин и оболо-

чек рассмотрено в работах S.E. Webb, P.J. Dowling [243], A.W. Wegmuller [244], 

Э.В. Годзевич и В.И. Климанова [52, 53], В.С. Гудрамовича [66], Л.В. Енджиевского 

[74], Колева Драгия [103], В.Ф. Курылева [117], Н.И. Мандриты [128], B. Moller 

[229], W.S. Peterson, C.M. Kostem, J.M. Kulicki [233], И.Я. Петуховой [161], А.А. По-

тапкина [171], В.В.Фурсова, В.С. Данкова [203] и других. 

Задачи расчёта подкреплённых пластин и оболочек с учётом физической 

и геометрической нелинейностей представлены в работах В.Г. Годзевича, 

Э.В. Годзевич [51], Л.Е. Енджиевского [75], Н.И. Марчука [131], О. Hirokazu и 

J. Huminovi [222], А.А. Яковлева [210] и других авторов.  

В работах [137, 144, 165, 198] авторами проведено исследование НДС под-

креплённых гибких пластин с начальным прогибом, нагруженных распределён-

ной нагрузкой с учётом двойной нелинейности (физической и геометрической). 

Расчёты конструкций, состоящих из системы ребристых пластин и 

оболочек с учётом двойной нелинейности, представлены в работах О.Н. По-

пова [168], М.О. Моисеенко, О.Н. Попова, А.П. Малиновского [143, 166], 

М.В. Стрельбицкого [186] и других авторов. 

В работе О.Н. Попова [168] приведён эффективный способ расчёта 

тонкостенной конструкции, состоящей из ряда гладких или конструктивно 
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ортотропных пластин и пологих оболочек, подкреплённых главными рёбра-

ми жёсткости одного направления, с учётом физической и геометрической 

нелинейностей. 

М.О. Моисеенко в работе [143] предложен и реализован вариационный 

энергетический подход в форме Лагранжа с разбиением конструкции на 

укрупненные элементы методом перемещений. Объектом исследования яв-

лялись разномодульные прямоугольные пластины и пологие оболочки пере-

менной толщины с прямоугольными отверстиями и утолщениями с учётом 

физической и геометрической нелинейностей. 

В монографии О.Н. Попова, А.П. Малиновского, М.О. Моисеенко [166] 

приведены результаты исследования НДС системы прямоугольных пластин и 

пологих оболочек, дискретно подкреплённых рёбрами жёсткости, с учётом 

физической и геометрической нелинейностей и разномодульности материала. 

Э.В. Антоненко [11], М.В. Стрельбицким [186] рассмотрено влияние физи-

ческой и геометрической нелинейностей на НДС конструкции из цилиндрических 

оболочек со шпангоутами при нагружении внутренним давлением.  

 

1.3. Анализ работ по определению напряжённо-деформированного состояния 

гибких ребристых пластин и пологих оболочек 

Основные положения теории ребристых оболочек были разработаны 

В.З. Власовым [38] и А.И. Лурье [125]. При составлении уравнений равнове-

сия ребра мысленно отделялись от оболочки и заменялись реакциями, которые 

в дальнейшем исключались из уравнений равновесия. А.И. Лурье трактовал 

ребра как стержни Клебша, а В.З. Власов рассматривал их как тонкостенные 

стержни. Представителями первого направления являются Е.С. Гребень [60] и 

В.А. Заруцкий [79], а второго – В.П. Ильин и Н.И. Карпов [84, 94]. 

Нелинейная теория ребристых оболочек и пластин обусловлена гео-

метрическими свойствами тонкостенной конструкции, в которой под дей-

ствием нагрузки могут возникать перемещения, сравнимые с их толщиной. В 
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этих случаях оболочку следует рассматривать с позиций геометрически не-

линейной теории. 

Исследованием НДС пологих ребристых оболочек с учётом нелинейно-

сти занимались О.И. Теребушко [189], И.Е. Милейковский, И.П. Гречанинов 

[133], В.П. Ильин [84], В.В. Карпов [94] и др. 

В статье О.И. Теребушко [186] приведены результаты теоретико-

экспериментальных исследований закритических состояний цилиндрической 

оболочки, подкреплённой редко расставленными упругими рёбрами. Реше-

ние проводилось на основе двух нелинейных уравнений смешанного метода. 

Предполагалось, что деформация оболочки симметрична относительно про-

дольных ребер. Это позволило выделить одну панель, ограниченную сосед-

ними продольными рёбрами и рассмотреть устойчивость и закритическую 

деформацию конструкции. 

И.Е. Милейковский и И.П. Гречанинов [133] применили метод Бубно-

ва-Галёркина при расчёте на устойчивость пологих прямоугольных ребри-

стых оболочек в перемещениях. Для оболочек с симметричными граничными 

условиями при действии вертикальной равномерно распределённой нагрузки, 

приведены результаты исследования влияния дискретного расположения рё-

бер на величины критических напряжений. Показано, что рёбра повышают 

верхнюю и нижнюю критические нагрузки. 

В.П. Ильин и В.В. Карпов [84] рассмотрели находящиеся под действи-

ем распределённой поперечной нагрузки гибкие прямоугольные пологие 

оболочки, эксцентрично подкреплённые ортогональной сеткой рёбер, с учё-

том деформации поперечного сдвига. Высота рёбер и их расположение вво-

дились с помощью единичных функций, что позволило учесть их влияние на 

сдвиг и кручение срединной поверхности оболочки. Если рёбра узкие, то 

можно приближенно считать, что они приложены по линии, и ввести их с 

помощью дельта функций. Основные соотношения теории ребристых оболо-

чек получаются из вариационного принципа Лагранжа.  

Г.О. Кипиани, Д.О. Кипиани, Э.П. Мачаидзе [97] исследовали НДС и 
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устойчивость трёхслойных пластинчатых систем с прямоугольным разрезом 

и отверстием, края которого подкреплены рёбрами, с учётом физической и 

геометрической нелинейностей. 

В работе Г.Д. Гавриленко, И.Ф. Дудника, И.Ф. Ларионова [46] получено 

решение задач по определению НДС и устойчивости ребристых цилиндрических 

оболочек с осесимметричными начальными прогибами при нелинейном неодно-

родном докритическом состоянии. Применялась методика численного расчёта на 

устойчивость несовершенных ребристых цилиндрических оболочек при нелиней-

ном неоднородном докритическом состоянии с учетом дискретности рёбер. 

Анализ результатов экспериментальных исследований показывает раз-

брос значений критических нагрузок. Это объясняется влиянием отклонений 

от расчётной схемы. Основными причинами такого разброса являются несо-

вершенства формы срединной поверхности оболочки и подкрепляющих её рё-

бер; неравномерность, а иногда и эксцентричность приложения нагрузки к 

торцам оболочки и связанная с этим неоднородность её НДС; разброс пара-

метров, характеризующих физико-механические свойства применяемых мате-

риалов; разброс в геометрических размерах. Современное состояние экспери-

ментальных исследований представлено в работах И.Я. Амиро [7], В. Арбоча 

[12], О.И. Теребушко [190], С.А. Тимашева [193, 194], А.А. Яковлева [211].  

Учёт дискретности размещения рёбер. 

Обзор работ и анализ современного состояния исследований в области 

НДС и устойчивости ребристых оболочек изложили И.Я. Амиро и В.А. Заруц-

кий [5, 7]. Основное внимание уделено работам, в которых учтено дискретное 

размещение рёбер. Обсуждены постановки задач, методы их решения и основ-

ные результаты теоретического и экспериментального изучения особенностей 

поведения ребристых оболочек при потере устойчивости. Уравнения равнове-

сия записаны, а потенциальная энергия деформаций вычислена с учётом слага-

емых, учитывающих геометрическую нелинейность. При определении критиче-

ских нагрузок разыскивалась предельная точка кривых «нагрузка – характер-

ный параметр деформирования» [46]. Наглядно проявляется необходимость 
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учёта дискретного размещения рёбер, когда изучается влияние их числа или 

несимметричного расположения на величины критических напряжений. В 

работах [94, 100] отмечается, что игнорирование факта дискретного разме-

щения рёбер приводит к завышенным величинам критических напряжений. 

Работа В.Н. Завьялова [78], с одной стороны дополняет рассмотрение 

объектов из гибких пластин, так как в ней ведётся расчёт не обособленных 

пластин, а ряда пластин, соединенных в единую конструкцию [3, 76, 205]. С 

другой стороны, рассматривались пластинчато-стержневые системы, в кото-

рых панели, входящие в систему, рассчитывались по геометрически нели-

нейной теории, что позволило уточнить НДС конструкции по сравнению с 

линейной теорией пластин. 

Проведённый анализ работ по расчёту подкреплённых пластин и обо-

лочек с одновременным учётом физической и геометрической нелинейностей 

указывает на незавершённость общей теории расчёта упомянутых элементов 

конструкций. Разработка способов, позволяющих в сравнительно простой 

форме решать задачи ребристой тонкостенной конструкции с учётом физиче-

ской и геометрической нелинейностей и начального прогиба, остается акту-

альной. Таким образом, необходимы дальнейшие исследования в этой области 

с целью развития теории и разработки практических методов расчёта упомя-

нутых конструкций.  

 

1.4. Анализ работ по расчёту неоднородных пластин и оболочек 

Одним из свойств материалов, влияющих на напряженно-

деформированное состояние конструкций, является их неоднородность. Для 

исследования напряженно-деформированного состояние необходимо знать и 

учитывать законы распределения неоднородных свойств материала в элемен-

тах конструкций [8, 9, 13, 17, 25, 28, 54, 155, 232]. Публикаций, в которых 

учитывается нелинейность и неоднородность материала очень мало, что свя-

зано с отсутствием экспериментальных данных по влиянию различных фак-

торов на параметры, определяющие нелинейное поведение материалов [4, 17, 



 22 

22, 25, 70, 72, 80, 90, 101, 105, 112, 113, 119, 122, 130, 215, 230]. Обзор работ, 

посвящённых расчёту пластин и оболочек с учётом неоднородности матери-

ала, связанной с изменением свойств материала, приведён в работе [167]. 

Нелинейность диаграммы деформирования материала существенно изме-

няет картину НДС конструкций. Эти изменения по-разному влияют на проч-

ность конструкции [61]. Работу В. Ольшака [153], опубликованную в тридцатых 

годах двадцатого столетия, относят к первым работам по учёту неоднородности 

материала. Показано, что физические постоянные материала, зависящие от 

температуры являются функциями инвариантов тензоров напряжений, дефор-

маций и скоростей деформаций. В работе обращено внимание на научное, 

практическое значение учёта неоднородности материалов, и приводится ряд 

решений для осесимметричных задач.  

В работах И.Г. Овчинникова [151], И.И. Овчинникова [152], В.В. Петрова, 

И.Г. Овчинникова, В.К. Иноземцева [155], Н.Ф. Синевой [182] и др. излагается 

расчёт НДС и долговечность конструкций, работающих в агрессивных средах.  

Алгоритм расчёта, позволяющий одновременно учесть физическую и гео-

метрическую нелинейности и изменение механических свойств материала от 

температурного воздействия, представлен в работах [197, 228]. 

Изучению влияния радиоактивных излучений различного типа на ме-

ханические свойства материалов элементов конструкций посвящены работы 

В.И. Андреева [8], Д.В. Бабича [17], О.В. Бирюкова [25], В.С. Бондарь [28], 

В.Н. Киселевского [98], В. Ольшака [153], В.Л. Пахомова [154], 

С.М. Школьного [207] и др. 

Исследованию НДС физически неоднородных конструкций посвящены 

работы Б.Я. Кантора [90], И.Т. Комозина, И.Н. Преображенского [105], 

С.А. Кузнецова, О.В. Старожиловой [113], О.Г. Кумпяка [115], Ю. Р. Лепика 

[119], Т.Т. Мусабаева, Т.К. Каюнова, Р.С. Санжаровского [146, 177, 235], 

Ю.В. Немировского, А.П. Янковского [150], В.В. Петрова, И.Г. Овчинникова, 

В.К. Иноземцева [155], А. И. Стрельбицкой, В.А. Колгадина, С.И. Матошко 

[183, 184] и др. 
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Вариационный метод решения физически и геометрически нелинейных 

задач теории неоднородных пологих оболочек изложен Б.Я. Кантором в ра-

боте [90]. Исследовано влияние пластической неоднородности, вызванной 

термообработкой, поверхностным наклепом и облучением. 

И.Т. Комозин, И.Н. Преображенский [105] рассмотрели НДС неодно-

родных физически и геометрически нелинейных пологих оболочек с учётом 

поперечного сдвига, полагая, что толщина оболочки есть плавная функция. 

Связь между напряжениями и деформациями записывается в виде функции, 

учитывающей физические параметры, связанные с деформируемым состоя-

нием в рассматриваемой точке. 

Проведёны и проанализированы результаты расчёта изгиба свободно опер-

той оболочки, загруженной равномерно распределенной нагрузкой, с учётом 

геометрической нелинейности и разномодульности. Показано, что разномодуль-

ность существенно влияет на напряжения (расхождение результатов до 50 %). 

С.А. Кузнецов, О.В. Старожилова [113] рассмотрели НДС прямоуголь-

ных в плане неоднородных, однослойных и многослойных пластин и оболочек 

переменной толщины и кривизны, находящиеся под действием распределённой 

по поверхности нагрузки. Физические характеристики материала являются 

функциями координат. Граничные условия оболочки: жесткое защемление и 

шарнирное опирание. Решение системы уравнений равновесия оболочек в пе-

ремещениях проводится с использованием вариационного принципа Лагранжа. 

Учитывается физическая и геометрическая нелинейности. Для линеаризации 

задачи используется МППУ И.А. Биргера.  

А. И. Стрельбицкая, В.А. Колгадин, С.И. Матошко [183] исследовали 

НДС прямоугольных пластин из неоднородного материала при изгибе. Учи-

тывалось изменением модуля упругости и предела текучести по толщине се-

чения. Пластины находились под действием равномерно распределенной 

нагрузки. Задача реализуется вариационным методом Ритца, методом упру-

гих решений и методом конечных разностей (МКР). Условие пластичности 

принято по Мизесу [85]. Рассмотрены различные виды опирания пластин.  
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Ю. Р. Лепик [119] рассмотрел предельное равновесие круглых неодно-

родных жёстко-пластических пластинок. Предел текучести материала менял-

ся в каждой точке пластины. Материал подчиняется условию текучести 

Треска-Сен-Венана. 

Ю.В. Немировским, А.П. Янковским [150] представлен расчёт упруго-

пластического деформирования гибких пластин со сложными структурами ар-

мирования. Отмечено, что наступление предельного состояния хотя бы одного 

из фазовых материалов приводит к значительным пластическим деформациям. 

Точный расчёт таких конструкций должен основываться на соотношениях гео-

метрически нелинейной (ГН) теории деформирования пластин и оболочек.  

Работы В.В. Петрова, И.Г. Овчинникова, В.К. Иноземцева [155, 157] 

посвящены исследованию НДС пластин и оболочек, находящихся в агрессив-

ной среде. Проведены исследования на прочность, устойчивость и долговеч-

ность тонкостенных конструкций, выполненных из нелинейно-

деформируемого материала. Учитывалась неоднородность физико-

механических свойств, возникающая в процессе их эксплуатации. Дана оценка 

изменения характеристик НДС рассматриваемых конструкций от влияния 

агрессивных воздействий, основанная на математическом моделировании и 

численном эксперименте. 

Воздействие высоких температур влияет на НДС конструкции и меха-

нические характеристики материала. В работах В.В. Гнатюка, В.В. Улитина 

[50], В.А. Заруцкого [79], В.В. Кабанова [87], В.В. Карпова, В.Н. Филатова [95, 

96], М.О. Моисеенко, О.Н. Попова, Т.А. Трепутневой [139, 141, 197], 

Я.С. Подстригача [170], В.М. Рассудова [175] и др. представлены исследова-

ния температурных напряжений и устойчивости тонкостенных ребристых 

пластин и оболочек. Большая часть задач решены в линейной постановке. Не 

учитывалось изменение модуля упругости и коэффициента теплового расши-

рения материала от температуры. Изменение температурного поля по толщине 

пластины рассматривалось как линейное. 
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Изменение физико-механических свойств материала от температуры 

учитывались в работах Н.И. Безухова [21], И.И. Гольденблатта, Н.А. Никола-

енко [54], Б.Л. Кантора, Л.М. Афанасьевой [91], В.В. Карпова, В.Н. Филатова 

[95], В.А. Крысько, П.Б. Федорова [110], П.К. Семёнова [180], S. Alexandrov, 

N. Alexandrova [214] и других. 

Термоупругость тел неоднородной структуры рассмотрена в работах 

В.А. Баженова, Н.А. Соловей [19], В.А. Бородина, А.И. Рязанова [30], Я.С. Под-

стригача [170], С.М. Школьного [207], M. Khaing, A.V. Tkacheva [225] и других. 

 

1.5. Выводы по первой главе 

Анализ работ, посвященных расчёту подкреплённых элементов кон-

струкций, имеющих начальный прогиб, позволяет сделать следующие выводы: 

1. Исследование деформированного состояния подкрепленных пологих 

оболочек и пластин с начальными прогибами при воздействии силовой 

нагрузки с учётом термозависимости свойств материала, физической и гео-

метрической нелинейностей, изучено недостаточно. Необходимы дальней-

шие исследования. 

В связи с этим, задача по разработке методов и алгоритмов расчёта 

подкреплённых элементов конструкций в упругопластической стадии с учё-

том физической и геометрической нелинейностей, начального прогиба, раз-

номодульности, обусловленной температурными воздействиями, является 

актуальной и имеет большое теоретическое и практическое значения. 

2. На основании проведённого анализа поставлена задача последующих 

исследований: проанализировать существующие методы по определению 

напряжённо-деформированного состояния нагруженных подкреплённых пла-

стин, пологих оболочек и систем из них с малыми начальными прогибами сре-

динной поверхности и неоднородных свойств материала, вызванных темпера-

турным воздействием с учётом физической и геометрической нелинейностей и 

разработать метод, позволяющий одновременно учитывать все вышеперечис-

ленные особенности. 
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ГЛАВА 2 

АНАЛИЗ МЕТОДОВ РАСЧЁТА ПОДКРЕПЛЁННЫХ 

ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ПЛАСТИН И ПОЛОГИХ ОБОЛОЧЕК 

С УЧЁТОМ ФИЗИЧЕСКОЙ И ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ НЕЛИНЕЙНОСТЕЙ, 

НАЧАЛЬНЫХ ПРОГИБОВ И СВОЙСТВ МАТЕРИАЛА, 

ЗАВИСЯЩИХ ОТ ТЕМПЕРАТУРЫ 
 

2.1. Теории деформирования элементов конструкций, 

материал которых зависит от вида напряжённого состояния 

В данном параграфе описаны подходы к описанию поведения нелинейно-

упругих изотропных материалов, зависящих от вида напряжённого состояния. 

Вариант разномодульной теории упругости, предложенный 

Р.Е. Мкртчяном в работе [136], основан на соотношениях нелинейной теории 

упругости, в которой строится функция энергии деформации с различными 

жёсткостями при растяжении и сжатии. При растяжении по всем трём главным 

направлениям потенциал считается функцией трёх независимых инвариантов.  

Н.М. Матченко, Л.А. Толоконников [132] в качестве параметра, харак-

теризующего вид напряжённого состояния, выбирают параметр   - угол ви-

да напряженного состояния или фаза, зависящий от третьего инварианта де-

виатора напряжений, введённого в виде 3cos  (2.1): 












 срсрij

23

3 2

3
det

2
3cos .   (2.1) 

Упругий потенциал записывается в виде: 

)(5.0 21  ААФ ср ,    (2.2) 

где 
21

, АА  – параметры, зависящие от угла  ; ср – среднее напряжение;     

  – октаэдрическое касательное напряжение. 

Два варианта записи упругого потенциала, учитывающего разномодульность, 

предложены Л.А. Толоконниковым [195]. Важная роль отводится фазовому инва-

рианту деформированного состояния. В первом варианте упругий потенциал имеет 

вид: 

)3cos1(3
2

1 2  mGКФ .    (2.3) 
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Изменение объёма   и коэффициент m – есть функции только среднего 

напряжения cр . Главные направления тензоров напряжений и деформаций 

совпадают. Во втором варианте упругого потенциала дополнительно учиты-

вается влияние процессов изменения объёма и формы, и потому изменение 

объёма   является функцией cр  только при отсутствии формоизменения. 

Потенциал имеет вид 

fmfmGКФ  )3cos1(23)3cos1(3
2

1 22 , (2.4) 

где K, G, m, Λ – константы, определяемые опытным путём. Ограничения этих 

моделей – равенство модулей объёмного расширения и сжатия. 

Модель разномодульного материала, близкую к модели, представленной 

в работе Л.А. Толоконникова, предложили Н.Г. Тамуров и Г.В. Туровцев [188]. 

Она отличается простотой и зависит от знака среднего напряжения.  

При построении определяющих соотношений для изотропного разно-

модульного тела Е.В. Ломакин [123] предположил, что характеристики упру-

гости зависят от знаков и величин трёх главных напряжений. В качестве па-

раметра, характеризующего вид напряжённого состояния, выбрано отноше-

ние среднего напряжения к интенсивности напряжений.  

НДС тонких пологих оболочек положительной гауссовой кривизны за 

пределом упругости исследуется в работе [200] А.А. Трещевым, А.Н. Забели-

ным. Авторами выведены дифференциальные уравнения, описывающие де-

формированное состояние оболочки за пределом упругости. В работе пред-

ставлены результаты решения полученных дифференциальных уравнений, а 

также приведены зоны пластичности при разных нагрузках для различных 

условий пластичности. 

Обобщая известные модели, В.В. Петров, И.Г. Овчинников, В.К. Ино-

земцев [155] предложили модель, описывающую поведение нелинейно-

упругого материала, чувствительного к виду напряжённого состояния. Она поз-

воляет более полно представить реальные свойства материала. Соотношения, 

связывающие напряжения и деформации в случае плоского напряжённого со-
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стояния имеют вид: 
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2;11j ; 2;12 j ; 

ji

i
j

e

σ








 ; 2;1 jjj  ; причём 1j  при 22;11  jj  и 

2j  при 12;21  jj . Зависимость « ii e » представлена функциями, ап-

проксимирующими диаграммы деформирования при одноосном растяжении 

( 1j ) и сжатии ( 2j ); jm  – коэффициент поперечной деформации, харак-

теризующий поперечное сжатие при растяжении ( 1j ) и поперечное расши-

рение при сжатии ( 2j ); jG  – модуль сдвига, определяемый через j  и jm . 

Дальнейшее развитие теории по определению НДС материала элемен-

тов конструкции, чувствительного к виду напряжённого состояния, идёт по 

пути разделения полученных теорий в зависимости от вида материала. 

 

2.2. Методы решения задач с учётом неоднородности при совместном 

учёте физической и геометрической нелинейностей 

Необходимость учёта в расчётах физической и геометрической нели-

нейностей является основной причиной появления нелинейных зависимостей 

в основных уравнениях строительной механики [160].  

В теории ребристых оболочек нелинейные уравнения решаются прибли-

женными методами. Из них отметим вариационные методы, которые приводят к 

системе нелинейных алгебраических уравнений. Порядок системы уравнений 

определяется числом варьируемых параметров в искомых функциях. В отличие 

от линейных задач в данном случае большую роль играет удачный выбор ап-

проксимирующих функций.  
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Стремление обойти трудности решения нелинейных уравнений привело 

к созданию методов линеаризации нелинейных задач: метод последователь-

ных приближений, метод переменных параметров упругости, метод последо-

вательных нагружений и другие. 

Ниже кратко изложены итерационные методы решения нелинейных задач.  

 

2.2.1. Метод последовательных приближений 

Успешное решение нелинейных задач достигается линеаризацией ос-

новных исходных соотношений с использованием метода последовательных 

приближений, который хорошо себя зарекомендовал при решении нелиней-

ных задач [24, 85].  

Проиллюстрируем метод последовательных приближений на примере 

решения геометрически нелинейных задач по определению напряжённо-

деформированного состояния пластин и оболочек. 

Уравнения, связывающие деформации и перемещения по теории 

Т. Кармана [224] с учётом итераций с номером 1n , записываются в виде: 
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  (2.7) 

Используя (2.7) относительно перемещений 111 ,,  nnn WVU  и прини-

мая для всех остальных величин, входящих в статические и физические 

уравнения, индекс 1n , записывается разрешающая система уравнений.  

Метод последовательных приближений используется и для решения физи-

чески нелинейных задач [16, 106, 123]. Физические уравнения деформационной 

теории пластичности записываются в виде: 
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При этом статические и геометрические уравнения остаются линейными. За-

писав в этих уравнениях все величины с индексом 1n , получим разрешаю-
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щие уравнения в виде рекуррентных зависимостей.  

На каждой итерации рассчитываются линейно-упругие элементы с до-

полнительной нагрузкой. Итерации заканчиваются, как только разница меж-

ду приближениями окажется в пределах заданной погрешности вычислений. 

В методе последовательных приближений в левой части уравнения остав-

ляют оператор, решение которого не представляет особого труда, остальные чле-

ны переносят в правую часть. Задавшись первым приближением перемещений, 

подставляют его в правую часть, интегрируют уравнение и находят второе при-

ближение. Приближения повторяются до тех пор, пока погрешность результатов 

не станет меньше допустимой. 

 

2.2.2. Метод переменных параметров упругости 

Метод переменных параметров упругости был предложен И.А. Биргером. 

В основе метода лежит линеаризация уравнений, выражающих деформацион-

ные свойства материала, зависящие от вида напряжённого состояния. 

Уравнения деформационной теории пластичности представляются в 

форме соотношений Гука [23]: 

   031
1

T
E
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где ijije ,  – единичные тензоры деформаций и напряжений; ij  – единичный 

тензор, ср – среднее напряжение, 0Т  – температурная деформация. Па-

раметры упругости 
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зависят от модуля упругости Е, коэффициента Пуассона  , параметра пла-

стичности 
i

ieE
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
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

)1(2

3
.  

Решение задачи реализуется итерационным путём. При этом уравнения 

деформационной теории пластичности представляются как уравнения теории 
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упругости. Модуль упругости в них заменяется секущим модулем cE .  

Применение метода переменных параметров упругости при расчёте пла-

стинок и оболочек с учётом разномодульности материала представлено в рабо-

тах [23, 56, 57]. 

 

2.2.3. Метод Ньютона-Канторовича 

Метод Ньютона-Канторовича для оболочек описан в работе [149]. За-

висимости между деформациями и напряжениями записываются в виде: 
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Соотношения относительно напряжений имеют вид: 

)()(
12

)()(
11

)()1()(
12

)1()(
11

)1( n
y

nn
x

nn
x

n
y

nn
x

nn
x eaeaeaea   ,

)()(
21

)()(
22

)()1()(
21

)1()(
22

)1( n
x

nn
y

nn
y

n
x

nn
y

nn
y eaeaeaea   ,  (2.12) 

)()(
33

)1()1(

)1(2

n
xy

nn
xy

n
xy eae

E



  ,   

где  






























,,
)1(23

,;;;

)(
21

)(
12

)(
22

)(
11

)(
)(

)(
33

)(

)(
21)(

21)(

)(
12)(

12)(

)(
11)(

22)(

)(
22)(

11

nnnnn
n

cn

n

n
n

n

n
n

n

n
n

n

n
n

cccc
EE

a

c
a

c
a

c
a

c
a

   (2.13) 

ijс – коэффициенты, характеризующие пластические деформации, 
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При этом вводится не только секущий модуль упругости cE , но и касательный kE .  

Итерационные соотношения 
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Итерационный процесс заканчивается, когда расхождение приближе-

ний оказываются меньше заданного значения погрешности. 

 

2.2.4. Метод последовательных нагружений 

Своеобразной модификацией метод последовательных приближений яв-

ляется метод последовательных нагружений, получивший наибольшее при-

менение, и развитый В.В. Петровым [156]. Достоинством этого метода явля-

ется его наглядность, простота и возможность на каждом этапе нагружений 

учитывать изменение граничных условий, жесткости и характеристик мате-

риала оболочки.  

Метод сводит решение нелинейной задачи к решению последовательно-

сти линейных задач. В характерной точке определяется критическая нагрузка, 

соответствующая максимуму на построенной кривой «нагрузка – прогиб».  

Применение и развитие метода представлено на примере расчёта жёст-

кой нелинейно-упругой пластинки [160]. Уравнение равновесия имеет вид: 
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Линеаризованное уравнение на n–м этапе нагружения имеет вид:  
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Здесь ),( yxwn − приращение прогиба  yx,W ; ),( yxqn  − приращение 

нагрузки ),( yxq ; yyx RAA ,,,   − переменные коэффициенты, зависящие от 

прогиба W. 

На n-м этапе нагружения 
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Считается, что на каждом этапе нагружения материал пластинки 

имеет разные физические свойства по толщине. 

Для устранения накапливаемой погрешности на каждом шаге нагру-

жения организуется ряд пересчетов и уменьшается шаг нагружения.  

Для нелинейно-деформируемого материала физические уравнения 

можно выразить через константы Ляме [124] в приращениях, представленные 

в работе В.В. Петрова [155]: 
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Величины zyx еее ,,,  соответствуют невозмущенному состоянию. 
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рассматриваются, как возмущения параметров cc  , , вызывающие прира-

щения деформаций. Секущий модуль cE  есть функция интенсивности де-

формаций iе  и функции  zyxB ,,  ответственной за его изменение за счет 

взаимодействия с агрессивной средой  
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где iik dеdE  – касательный модуль упругости. 
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С учётом преобразований инкрементальные уравнения в случае плос-

кого напряжённого состояния 0 zz  [159] имеют вид:  
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Для проведения вычислений необходимо иметь аналитическую за-

висимость « ii е », которую необходимо пересчитать в координатах 

« cE – iе » и отобразить аналитическим выражением. Кроме того зависимо-

сти « ii е », полученные при различных значениях параметра В, необхо-

димо пересчитать в координатах « cE –  zyxB ,, ». Приращение параметра 

развивающейся неоднородности ищется в виде t
t

BB 


 . В этом случае 

прослеживается изменение напряжённо-деформированного состояния с 

учётом неоднородности материала, развивающейся во времени. 

 

2.3. Методы расчёта пластин и пологих оболочек и конструкций из них 

Критерии, характеризующие гибкость пластин и оболочек, представлены в ра-

ботах В.А. Крысько [109], П.А. Лукаша [124]. Гибкие пластины и оболочки занимают 

промежуточное положение между жёсткими оболочками и мембранами[159].  

В развитие методов решения нелинейной теории оболочек и пластин 

выдающийся вклад внесли известные отечественные ученые: Н.П. Абовский, 

С.А. Амбарцумян, И.Г. Бубнов, В.В. Болотин, Д.В. Вайнберг, Н.В. Валишви-

ли, В.З. Власов, А.С. Вольмир, И.А. Ворович, Б.Г. Галёркин, К.И. Галимов, 

Э.И. Григолюк, А.Н. Гузь, А.А. Ильюшин, Б.Я. Кантор, В.В. Карпов, 

М.С. Корнишин, В.А. Крысько, П.А. Лукаш, А.И. Лурье, И.Е. Милейковский, 

Х.М. Муштари, Ю.В. Немировский, П.М. Огибалов, В.В. Петров, 

В.А. Постнов, А.Н. Потапов, Г.А. Тетерс, С.П. Тимошенко, Д.И. Шилькрут, а 

также зарубежные авторы: L.H. Donnell, Ph. G. Hodge, H.G. Hopkins, W. Ol-

szak, E. Reissner, A. Sawczuk и другие. 

Ниже кратко рассмотрены основные методы расчёта, применяемые при 

расчёте гибких оболочек и пластин. 
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2.3.1. Вариационные методы 

Задача сводится к решению дифференциальных уравнений или поиску 

минимума многопараметрической функции энергии [169, 182]. 

Функцию, удовлетворяющую дифференциальному уравнению при за-

данных граничных условиях, заменяют приближённым аналитическим вы-

ражением, наилучшим образом аппроксимирующим эту функцию [135]. 

Функции перемещений выбирают в виде ряда с конечным числом членов ли-

нейно независимых функций, удовлетворяющих граничным условиям, и ва-

рьируемыми параметрами подлежащими определению. 

Метод Ритца основан на использовании вариационного принципа возможных 

перемещений (принципа Лагранжа). Решение сводится к нахождению минимума 

потенциальной энергии деформации тела. Вариационное уравнение заключает в се-

бе дифференциальные уравнения равновесия и статические граничные условия. 

При использовании данного метода, координатные функции обязательно должны 

удовлетворять геометрическим граничным условиям, а статические граничные 

условия удовлетворяются автоматически. 

На использовании принципа возможных перемещений основан обоб-

щённый метод Бубнова-Галёркина. Он особенно эффективен, если уже из-

вестны дифференциальные уравнения равновесия и силовые краевые условия 

в компонентах перемещений [170].  

Метод Власова-Канторовича позволяет понизить размерность краевой 

задачи. Функция поперечного распределения выбирается заранее, а функция, 

называемая обобщённым перемещением, имеет искомые коэффициенты раз-

ложения [37]. Ограничением метода является неравномерность координат-

ных направлений, следствием чего является неодинаковая точность результа-

тов вдоль разных координат. 

Модификацией метода Власова-Канторовича, сохраняющей все его 

преимущества и свободной от ряда ограничений, является метод вариацион-

ных итераций [77]. Искомые функции по методу Власова-Канторовича пред-

ставляются в виде рядов функций с разделенными переменными. Система 
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функций одного направления предполагается аппроксимирующей, а система 

функции другого направления определяется из решения вариационных урав-

нений. На второй итерации система функций второго направления, опреде-

ленная после первой итерации, предполагается аппроксимирующей, а систе-

ма функций первого направления определяется из решения вариационных 

уравнений. Итерационный процесс продолжается до его сходимости с требу-

емой точностью.  

 

2.3.2. Метод конечных разностей и вариационно-разностный метод. 

Метод конечных разностей применяется для численного решения нели-

нейных дифференциальных уравнений. Приближённое решение краевой задачи 

основано на замене дифференциальных уравнений конечно-разностными урав-

нениями. Получается система алгебраических уравнений с искомыми величина-

ми перемещений в узлах сетки.  

Метод имеет ряд недостатков: неудобство исследования оболочек пе-

ременной толщины ввиду значительного усложнения дифференциальных 

уравнений; значительные трудности в составлении конечно-разностных 

уравнений, если сетка нерегулярна; приближённый учёт граничных условий. 

В развитие вариационно-разностного метода (ВРМ) при расчёте оболо-

чек с разрывными параметрами большой вклад внесён Н.П. Абовским [1, 2], 

Д.В. Вайнбергом [34], А.И. Демидовым [67], Л.В. Енджиевским [74] и други-

ми. В вариационно-разностном методе разрешающие уравнения получают из 

условия стационарности энергетического функционала полной потенциальной 

энергии системы. Метод не требует явной формулировки естественных гра-

ничных условий, поэтому он нашёл широкое применение при решении задач 

изгиба оболочек с разрывными параметрами [10, 20, 35, 67, 74]. 

При расчёте оболочек используется регулярная сетка. Круг рассматри-

ваемых задач ограничивается, так как с помощью такой сетки нельзя доста-

точно точно описать разнообразные контурные условия. 
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2.3.3. Метод конечных элементов 

Достоинством метода конечных элементов является возможностью дать 

конкретный и ясный физический смысл вычисляемым результатам. Это один 

из распространённых методов решения задач механики деформируемого твёр-

дого тела. 

Алгоритм расчёта методом конечных элементов состоит в следующем:  

– конструкция идеализируется конечными элементами, образующими 

сетку; 

– выбираются координатные функции, аппроксимирующие перемеще-

ния в узлах сетки;  

– в узлах сетки определяются перемещения, деформации, внутренние 

усилия (напряжения). 

Распространённой является такая форма метода конечных элементов, 

в которой неизвестными являются обобщённые узловые перемещения. 

Разрешающая система уравнений получается при использовании принципа 

возможных перемещений.  

Большой вклад в развитие метода конечных элементов внесли: 

А.В. Александров, З.И. Бурман, Д.В. Вайнберг, К.П. Горбачёв, В.Г. Корнеев, 

А.М. Масленников, В.А. Постнов, Л.А. Розин, Н.Н. Шапошников, О. Зенке-

вич, Р. Клаф, Р. Мелош, Е.С. Пржеменицкий и многие другие. 

Главное достоинство метода конечных элементов – возможность исполь-

зования на его основе стандартных универсальных программных комплексов. 

К недостаткам метода следует отнести большую подготовительную ра-

боту и потерю точности решения в точках, расположенных на границах от-

верстий и утолщений.  

 

2.3.4. Расчёт конструкций, состоящих из оболочек и пластин 

Для расчёта конструкций, состоящих из подкреплённых оболочек и 

пластин, а также систем из них разработаны многоуровневые подходы: метод 

суперэлементов, метод редуцированных элементов, метод модуль элементов, 



 38 

в которых исследуется исходная конструкция, состоящая из нескольких 

укрупнённых частей, обладающих меньшим, чем в методе конечных элемен-

тов, количеством степеней свободы. Число варьируемых параметров при 

этом уменьшается [78, 205].  

В работе Б.Я. Кантора, С.Н. Каторжного [90] описывается вариацион-

но-сегментный метод исследования оболочек. Искомые функции на смежных 

сегментах зависят от переменных в местах стыковки и вариационных урав-

нений. Применяется процедура Ритца в высоких приближениях.  

Преимущества вариационных методов при решении нелинейных задач 

теории оболочек состоят в том, что они приводят к небольшим системам ал-

гебраических уравнений с положительно определённой матрицей. При этом в 

отличие от методов, связанных с решением дифференциальных уравнений, 

требуется лишь численное интегрирование характеристик жесткости по об-

ласти, что способствует увеличению точности решения.  

В работе В.Н. Завьялова [78] расчёт гибких пластинчато-стержневых 

систем проводится методом Ритца с укрупнёнными элементами (пластинами 

и рёбрами) по расчётной схеме метода перемещений. В развитии подхода 

В.Н. Завьялова, О.Н. Попов [168] рассмотрел систему подкреплённых пла-

стин и оболочек с учётом физической и геометрической нелинейностей. В 

работе М.О. Моисеенко [143] рассмотрены материалы, чувствительные к ви-

ду напряжённого состояния. 

 

2.4. Поиск варьируемых параметров функций перемещений. 

Поиск варьируемых параметров методом Ритца состоит в отыскании 

минимума энергии. Это можно осуществить, решив составленную систему 

алгебраических уравнений [135] или воспользовавшись процедурой прямого 

поиска [15]. Второй подход, позволяющий воспользоваться стандартными 

алгоритмами [162] применяется в данной работе. 
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При решении задачи поисковыми методами используется идея спуска из не-

которой допустимой точки 0x . Из точки 0x
 
производится спуск в окрестность экс-

тремума, причём различные методы применяют разные траектории спуска [162]. 

Наиболее простым из применяемых методов является метод покоординат-

ного спуска (МПС). Он позволяет достаточно быстро достичь области постоян-

ной кривизны целевой функции. Но в ряде случаев возникает проблема с дости-

жением точки экстремума. Метод сопряжённых градиентов (МСГ) с успехом 

применяется для минимизации разных функций, в том числе и не квадратичных. 

Основной трудностью при использовании метода сопряжённых градиентов явля-

ется его зависимость от выбора масштаба оптимизируемых переменных. Если 

гиперпространство параметров проектирования вытянуто, метод сопряжённых 

градиентов сходится медленно. Одним из выходов в этой ситуации является ис-

пользование информации, даваемой вторыми частными производными целевой 

функции. Но при этом теряется одно из основных преимуществ метода сопря-

жённых градиентов. Другим подходом является изменение масштаба независи-

мых переменных в целевой функции. С изменением масштаба переменных (ко-

ординат) меняется и направление спуска, что влияет на эффективность метода 

сопряжённых градиентов. В этом случае применяется покоординатный скорей-

ший спуск, в процессе которого вычисляются масштабные множители. 

Целесообразным является комбинация покоординатного спуска и метода 

сопряжённых градиентов. Первый является вспомогательным для более точного 

второго метода.  

 

2.5. Выводы по второй главе 

На основании анализа существующих методов определения НДС подкреп-

лённых пластин и пологих оболочек с начальным прогибом с одновременным 

учётом физической, геометрической нелинейностей и изменения механических 

свойств материала от температуры, для решения поставленных в данной диссер-

тационной работе задач были приняты:  
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1. Модель нелинейно-упругого разномодульного материала, зависящая 

от вида напряжённого состояния, предложенная в работе В.В. Петрова, 

И.Г. Овчинникова, В.К. Иноземцева [155], которая позволяет учитывать физиче-

скую нелинейность и изменение свойств материала, вызванных температурным 

воздействием. 

2. Для линеаризации исходных соотношений расчёта применяется ме-

тод переменных параметров упругости И.А. Биргера [23], обладающий хо-

рошей сходимостью и позволяющий учитывать неоднородные свойства ма-

териала. 

3. Используется вариационный метод Ритца, основанный на принципе 

возможных перемещений и позволяющий минимизировать функционал Ла-

гранжа по варьируемым параметрам [135]. При этом координатные функции 

обязательно должны удовлетворять геометрическим граничным условиям, а стати-

ческие граничные условия удовлетворяются автоматически, что упрощает реше-

ние задач с разрывными параметрами. 

4. Для численных расчётов в данной диссертационной работе применя-

ется стандартная программа минимизации функции многих переменных 

[162]. В ней реализуется комбинация метода покоординатного спуска с квад-

ратичной аппроксимацией по каждой переменной и метода сопряжённых 

градиентов с преобразованием координат, используя их на разных ступенях 

минимизации и учитывая информацию о поведении функции, которую может 

дать каждый метод.  
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ГЛАВА 3 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ОПИСАНИЕ МЕТОДА РАСЧЁТА 

ПОДКРЕПЛЁННЫХ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ПЛАСТИН, 

ПОЛОГИХ ОБОЛОЧЕК И КОНСТРУКЦИЙ ИЗ НИХ 

С НАЧАЛЬНЫМ ПРОГИБОМ И ОДНОВРЕМЕННЫМ УЧЁТОМ 

ФИЗИЧЕСКОЙ И ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ НЕЛИНЕЙНОСТЕЙ 

 

3.1. Постановка задачи и расчётная схема конструкции 

В работе рассматривается подкреплённая конструкция, состоящая из 

гибких пластин и пологих оболочек с начальными прогибами и находящаяся 

под действием поперечной нагрузки. Учитывается геометрическая и физиче-

ская нелинейности. При температурном воздействии изменение характери-

стик материала учитывается по полю и по толщине конструкции. На рис. 3.1 

приведена расчётная схема конструкции.  

 
 

Рис. 3.1. Схема подкреплённой пологой оболочки  

 

Оси локальной криволинейной системы координат x, y направлены по 

линиям главных кривизн и совмещены со срединной поверхностью пологой 

оболочки. 11 1 Rk  , 22 1 Rk   ( 21,kk – главные кривизны оболочки вдоль 

осей x, y; 1R  и 2R  – главные радиусы кривизн срединной поверхности обо-

лочки вдоль осей x, y). Ось z направлена в сторону вогнутости (рис. 3.1). Гра-

ничные условия в продольном направлении постоянны. Если координатная по-

верхность представляет собой плоскость, то получаем пластину, для которой 

021 kk . 
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Модель рассматриваемой конструкции представим как сплошную де-

формируемую систему с подкрепляющими рёбрами, наличие которых вызы-

вает изменение жёсткости.  

Высоту и местоположение рёбер зададим с помощью разрывных функ-

ций, характеризующих распределение рёбер по оболочке и их высоту [94, 120]: 

           













 



j

i
iiiii вуГвуГахГахГyxhyxh

1
201020100 1,),( . 

Здесь  )(),(),(),( 20102010 iiii вуГвуГахГахГ единичные столбчатые 

функции; ii aa 21 ,  – координаты вершин i - ой области ступенчатого измене-

ния жёсткости в направлении оси x; ii вв 21 , – координаты вершин i-ой области 

ступенчатого изменения жёсткости в направлении оси y; 

),(

),(),(

0

0

yxh

yxhyxhi
i


 ;  yxhi , – толщина i - ой ступени оболочки;  yxh ,0 – тол-

щина оболочки в начале координат. 

Взаимодействие панели и ребра связано через искомые перемещения 

узловых линий [3].  

Материал конструкции нелинейно-упругий, а при отсутствии разгрузки 

упругопластический, поэтому характеристики материала являются однознач-

ными функциями деформаций. В работе приняты теория гибких пластин и 

оболочек [39] и теория малых упругопластических деформаций [85].  

При определении поперечной деформации будем считать, что каждый 

слой пластинки (параллельный срединной поверхности) работает в условиях 

плоского обобщенного напряженного состояния. Нормальные к срединной 

поверхности напряжения пластин и оболочек равны нулю [124]. 

Конструкция подвергается температурному воздействию и поперечной 

нагрузке, рассматривается простое нагружение. 
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3.2. Зависимости, характеризующие напряжённо-деформированное 

состояние элементов конструкции 

Физическая нелинейность учитывается по деформационной теории 

пластичности А.А. Ильюшина [85]. В основе теории заложены следующие 

гипотезы: 

1. Среднее напряжение ср  пропорционально объёмной деформации  : 

 Кср ;     (3.1) 

где 
)21(3 


E

К  – модуль объёмного расширения;  tEE  – модуль упруго-

сти,   – коэффициент Пуассона; 3/)( zyxср   – среднее напряжение; 

3/)( zyxсрe   – средняя линейная относительная деформация; 

zyx   – относительная объемная деформация; zyxzyx  ,,,,,  – нор-

мальные напряжения, линейные относительные деформации соответственно 

вдоль осей x, y, z. 

2. Девиатор деформаций пропорционален девиатору напряжений: 

)( cpxcpx e  ;  xyxy  2 ; 

)( cpycpy e  ;  yzyz  2 ;    (3.2) 

)( cpzcpz e  ;  zxzx  2 .    

Здесь G2/1  – коэффициент пластичности; G  – модуль сдвига; 

3. Интенсивность напряжений i  является функцией интенсивности 

деформаций ie   и средней деформации сре , зависящих от характера напря-

жённого состояния и температуры [155]: 

 tee срii ,, ,     (3.3) 

где  

       

       .
2

3
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zxyzxyxzzyyx
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zxyzxyxzzyyxi
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





 (3.4) 
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Здесь    021
2

1

2

1


E

E
E c

ccc  – переменный коэффициент Пуассона, 

0, E  – начальные модуль упругости и коэффициент Пуассона, 
i

i
c

e
E


  – пе-

ременный секущий модуль упругости. 

Зависимость « ii e » получают экспериментально и представлена 

функцией  tzyx ,,,Ф . 

Для учёта физической и геометрической нелинейностей используются 

теория малых упругопластических деформаций [85] и теория гибких пластин 

и оболочек [124].  

Относительные линейные деформации и деформации сдвига для от-

дельной панели записываются в виде:  

);(
1

,,,
z

oy
z

ox
c

c
oz 




  ;0,,  ozxoyz   (3.5) 

Индекс о  относится к оболочке. 

Относительные линейные деформации и деформации сдвига для ребра 

записываются в виде:  

   ;,,,
z

pxcpz
z

py    .0,,  pxypxz    (3.6) 

Индекс p  относится к ребру. 

Выражения интенсивности деформаций сдвига i  и средней деформации 

срe  для оболочки и рёбер записываются с учётом выражений (3.5), (3.6): 

   

,75.0)()1(
3

2
;

3

21

4

1
2;

)1(3

21

2
,

2
,

2
,,,

,,,1

2

,,,,,

pyz
z

pxcpi
z

px
c

pcp

oxy
z

oy
z

ox
z

oy
z

oxoi
z

oy
z

ox
c

c
cp,o

e

e





















  (3.7) 

где .
)μ1(3

μμ1
Θ

2
c

2
cc

1



   

Напряжения в оболочке в направлении, перпендикулярном срединной по-

верхности, по сравнению с другими напряжениями пренебрежительно малы 
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( 0,  oz ); деформации сдвига в нормальных сечениях малы 

0,0,0 ,,,  oyzoxzoxy ; 0,  oz . 

Деформации в срединной поверхности оболочки xyyx  ,, , учитыва-

ющие геометрическую нелинейность, функции изменения кривизны yx χ,χ  и 

кручения xyχ  срединной поверхности [39], записываются в зависимости от 

перемещений U, V, W соответственно вдоль осей x, y, z с учётом начального 

прогиба срединной поверхности оболочки nW  в точках с координатами 

 yx,  [100]: 

 















.;
)()(

;;5.0
)(

5.0

;  ;5.0
)(

5.0

2

2

2

2

22

2

2

1

22

yx

W

x

W

y

W

x

WW

y

WW

x

V

y

U

y

W
Wk

y

W

y

WW

y

V

x

W
Wk

x

W

x

WW

x

U

xy
nnnn

xy

y
nn

y

x
nn

x










































































































 (3.8) 

Здесь 21,kk  – кривизны панели вдоль осей x и y. 

Относительные деформации оболочки в точках записываются согласно 

гипотезе Кирхгофа-Лява [39]: 

;, xx
z

ox z  ;, yy
z

oy z  xyxyoху z 2, ,  (3.9) 

где z – расстояние от точки до срединной поверхности оболочки.  

Перемещения рёбер относительно срединной поверхности записыва-

ются в виде [100]: 
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, (3.10) 

где е – эксцентриситет ребра (рис. 3.2): 



 46 

 

Рис. 3.2. Расчётная схема ребра 

 

Относительные деформации рёбер в точках, расположенных на рассто-

янии x и y от оси ребра, с учётом изгиба в двух плоскостях, наличия продоль-

ной деформации и кручения определяются зависимостями [166]: 
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 (3.11) 

Деформация вдоль оси ребра записывается с учётом эксцентриситета е 

ребра относительно срединной плоскости оболочки: 

;,, x
z

oxpx e  y
z

oypy e ,, .   (3.12) 

Физические соотношения для тонкостенной оболочки получены путём 

выражения напряжений через деформации с учётом влияния температуры 

при линейно упругом деформировании [155, 166]: 
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Напряжения, возникающие в рёбрах: 

         
 

 
 

 
.

12
;

12

;,,;,,

,,

2,2,1,1,

z
cj

z
zx

z
cjкрz

pzxz
cj

z
zy

z
cjкрz

pzy

z
Tj

z
py

z
cj

z
py

z
Tj

z
px

z
cj

z
px

tEtE

zyxttEzyxttE













 (3.14) 

Здесь кр  – коэффициент, учитывающий соотношение сторон призматиче-

ского ребра при кручении [53], z
Tj

z
Tj 21

,   – коэффициенты теплового ли-

нейного расширения;  zyxt ,,  – температура.  

Температура в любой точке конструкции равна [54]:  

      ),(),(,, yxzyxtzyxt  ,    (3.15) 

где  x,yt  – температура срединной поверхности;  x,y  – температурный 

градиент в направлении нормали к срединной поверхности. 

В работе принята модель разномодульного нелинейно-упругого мате-

риала В.В. Петрова [155], согласно которой описывается связь между напря-
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Здесь );02()01{(1  z
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jG  и коэффициенты теплового расширения 



 48 

z
Tj

z
Tj 21

,  зависят от напряжённого состояния (рис. 3.3) и от знаков напря-

жений, их значений для разномодульного материала. Принятые обозначения 

соответствуют работам [155, 166]. 

 

Рис. 3.3. Распределение модулей упругости, функций сжимаемости и температурных 

коэффициентов в зависимости от вида напряжённого состояния 
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  (3.17) 

Согласно приведённым соотношениям между напряжениями, дефор-

мациями и перемещениями по заданным перемещениям WVU ,,  элементов и 

физическим свойствам материала определяется НДС в панелях и рёбрах. 
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3.3. Функционал полной потенциальной энергии системы тело-нагрузка 

в форме Лагранжа 

Согласно принципу Лагранжа [183]: 

0 АПФ .    (3.18) 

Здесь Ф  – функционал полной потенциальной энергии системы тело – 

нагрузка; П - потенциальная энергия внутренних сил: 
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По методу переменных параметров упругости И.А. Биргера [24] проводим 
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Вариация функционала полной потенциальной энергии (3.18) записыва-

ется с учётом (3.19), (3.21): 
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),( yxF  и ),,( zyx  – площадь и объём оболочки.  

Потенциальная энергия деформации записывается как функционал, выра-

женный через деформации панели (3.7): 
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и через деформации и кривизны срединной поверхности панели (3.9): 
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При постоянных одномодульных физических характеристиках матери-

ала выражение (3.24) приводится к виду [124]: 

сио ППП  ,     (3.25) 

где оП - потенциальная энергия деформации гибкой пологой оболочки; иП – 

энергия изгиба; сП – энергия деформации срединной плоскости. 
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Рассмотрим потенциальную энергию деформации продольного ребра. 

На основании (3.7), (3.11), (3.12) представим выражение в круглых скобках 

(3.22) через перемещения [166]:  
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Интегрирование по z  проводится с учётом эксцентриситета ребра e : 

;5.01 ehp   ;5.02 ehp     (3.28) 

Аналогично получим для поперечного ребра:  
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При учёте только геометрической нелинейности без учёта начального 
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где моменты инерции:  
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Здесь суммирование производится по числу продольных рёбер М и числу по-

перечных рёбер панели L.  

Когда рассматриваются панели, подкрёпленные только дискретно по-

ставленными рёбрами, выражение (3.32) получается аналогичным выраже-

нию в работе [78].  

На конструкцию, состоящую из панелей и рёбер, наносится расчётная 

пространственная сетка, в узлах которой в итоге вычисляется удельная энер-

гия iФ . Суммирование удельной энергии с помощью квадратурных формул 

даёт возможность проинтегрировать функционал. Интегрирование внутри 

области проводится численными методами. 

Для гладких кривых достаточно высокую точность даёт формула 

Симпсона. Величина интеграла на участке L  имеет вид: 
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Здесь L – интервал интегрирования, разбиваемый на n2  равных частей. 

Для оценки погрешности квадратурной формулы применяется пересчёт 

функционала с разными сетками. Близкие результаты расчётов позволяют счи-

тать, что вычисление интеграла численно близко к истинному значению. 
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Потенциальная энергия панели, приходящаяся на единицу площади по-

верхности, записывается в виде: 
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где интегральные жёсткостные параметры оболочки: 
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Потенциальная энергия деформации продольного ребра, приходящаяся 

на единицу длины, записывается так: 
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где интегральные жёсткостные параметры ребра: 
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Потенциальная энергия деформации поперечного ребра, приходящаяся 

на единицу длины, записывается в виде: 
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3.4. Применение вариационного метода Ритца 

Расчётная схема выбирается путём разбиения конструкции на отдельные 

панели и главные рёбра. Сопряжение элементов конструкции происходит по 

узловым линиям. В местах сопряжения по всей длине узловых линий вводятся 

непрерывные распределённые связи четырёх типов (рис.3.4), устраняющие 

продольные перемещения U, поперечные горизонтальные перемещения V, вер-

тикальные перемещения W, повороты вокруг узловой линии yW  .  

В работе принимаются координатные функции метода перемещений, 

записанные для каждой отдельной панели согласно вариационному методу 

Власова-Канторовича, и развитые в работах А.В. Александрова [3], Л.С. Ля-

ховича, А.М. Черняка [126, 205], В.Н. Завьялова [78].  

 
Рис. 3.4. Основная система панелей одного направления 

 

Панели нумеруются слева направо. Для каждой панели используется 

местная система координат (рис. 3.4). Узловые линии ограничивают каждую 

кромку панели [78, 166].  

Функции перемещений левой узловой линии k - ой панели: 

)(34 xZ k  – перемещения в вертикальной плоскости; 

)(24 xZ k  – угловое перемещение вокруг продольной оси; 

)(14 xZ k  – перемещение вдоль оси x; 

 xZ k 04   – перемещение вдоль оси у.  

Функции перемещения правой узловой линии k - ой панели: 

)(14 xZ k  – перемещения в вертикальной плоскости; 
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)(24 xZ k  – угловое перемещение вокруг продольной оси; 

)(34 xZ k  – перемещение вдоль оси x; 

)(44 xZ k  – перемещение вдоль оси у. 

Индексы при перемещениях подобраны так, чтобы они не изменялись 

при переходе от одной панели к другой.  

Перемещения в местах сопряжения k  и 1k  панелей связаны следую-

щими зависимостями: 


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N

n

n
ikik xZZ

1

)(
44 )( , .3,...,4i    (3.39) 

n  – номер члена разложения; 
 n
k-iZ4  – неизвестные амплитуды соответствую-

щих перемещений; )(xn  – заданная функция в зависимости от граничных 

условий на поперечных кромках панели. 

Координатные функции для каждой отдельной k - ой панели, анало-

гично работам В.Н. Завьялова [78] и М.О. Моисеенко [143], задаются в виде 

суммы двух рядов: 
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где N – число взятых в разложении рядов; ,okU  ,okV  ,okW  нkU , нkV , нkW  – коор-

динатные функции, удовлетворяющие геометрическим граничным условиям на 

кромках k - ой панели; 
)(n

kА , 
)(n

kВ , 
)(n

kС , iZ , jZ  – варьируемые параметры. 

Функции, составляющие первый ряд (первые слагаемые в функциях 

перемещений в формулах (3.40)), удовлетворяют однородным граничным 

условиям, дают нулевые значения по узловым линиям и удачно аппроксими-

руют перемещения во внутренней области панели. 

Функции, составляющие второй ряд (вторыми слагаемые в формулах 

(3.40)), получены от задаваемого смещения кромок отдельной панели по ли-
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нейной теории [3, 78, 205] и удовлетворяют неоднородным граничным усло-

виям по узловым линиям.  

Наиболее общим для них будет случай, когда кромки k - ой панели 

имеют линейные перемещения как в вертикальной, так и в горизонтальной 

плоскостях, а также угловые перемещения вокруг продольных осей. В этом 

случае функции перемещений для k - ой панели имеют вид: 
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k
n
k   – функции прогибов k - ой панели в направлении 

оси z  от единичных перемещений по вертикальному направлению соответ-

ственно левой и правой кромок; )();( )(
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24 yFyF n

k
n
k   – функции прогибов k - ой 

панели в направлении оси z  от единичных поворотов соответственно левой и 

правой кромок; )();( )(
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14 yFyF n
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n
k   – функции продольных перемещений k - ой 

панели от единичных перемещений в поперечном направлении соответ-

ственно левой и правой кромок. 

Функционал полной потенциальной энергии тела Φ , выраженный через 

варьируемые параметры    n
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Варьируемые параметры    n
j

n
i

n
k

n
k

n
k Z,Z,C,B,A

)()()(  определяются методом прямого 

поиска (методом сопряжённых градиентов) из условия минимума функционала в по-
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ложении равновесия. В общем алгоритме применяется стандартная программа, рас-

смотренная в работе [162]. 

Для линеаризации уравнений в диссертации применяется метод пере-

менных параметров упругости И.А. Биргера, выполняемый в следующей по-

следовательности: 

Первая итерация (упругий расчёт). 

- Величины механических характеристик ccE ,  принимаются как 

для линейного одномодульного материала ( 1,,  ococ EE ). 

- Из условия минимума функционала (3.42) определяются варьируе-

мые параметры функций перемещений.  

- В каждой точке нанесённой сетки для численного интегрирования 

вычисляются компоненты деформаций, по которым определяется интенсив-

ность деформаций ie  (3.3). 

- В каждой точке по известной величине интенсивности деформаций 

 1
ie  и диаграмме деформирования материала определяется интенсивность 

напряжений  1σi  (рис.3.6). 

-  

 
 

Рис. 3.6 Диаграмма деформирования материала 

 

Вторая итерация.  
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ные физические характеристики материала .ψ,μ )2()2(
с  

Дальнейшие вычисления проводятся как в первой итерации, т.е. про-

цесс циклический. 

Итерации продолжаются до тех пор, пока результаты в некотором при-

ближении с заданной погрешностью не будут близки к соответствующим ре-

зультатам в предыдущем приближении по суммарной энергии и поперечным 

перемещениям.  

Так как c  изменяется по всему объёму зон пластических деформа-

ций элементов конструкций, а cE  изменяется при интенсивности напря-

жений, превышающих предел пропорциональности, то эти функции яв-

ляются взаимозависимыми: 
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Если изменение секущего модуля упругости cE  в работах, использующих 

метод переменных параметров упругости, всегда учитывается, то изменение 

функции сжимаемости c  чаще принимается постоянным ( constc ) [100], что 

вносит некоторую погрешность в расчёты. 

Анализ результатов расчёта по методу переменных параметров упруго-

сти показывает, что реализуемый итерационный процесс является сходящим-

ся, а скорость сходимости итерационного процесса значительна [169]. 

По найденным варьируемым параметрам функций перемещений опреде-

ляются перемещения (3.41), деформации (3.8), (3.12) и напряжения (3.13), (3.15) 

в любой точке конструкции и строятся зоны пластических деформаций. 

По описанному алгоритму составлена программа расчёта на алгорит-

мическом языке Pascal [179]. 
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3.5. Исследование сходимости разработанного алгоритма расчёта. 

Тестирование алгоритма 

На примере численных расчётов напряжённо-деформированного состоя-

ния подкреплённых пластин и пологих оболочек разработанным методом ис-

следуется эффективность алгоритма при разном числе членов ряда функций пе-

ремещений (3.40) и разной сетке для численного интегрирования и анализиру-

ется достоверность полученных результатов при учёте физической и геометри-

ческой нелинейностей. 

Анализ сходимости итерационного процесса расчёта при учёте гео-

метрической нелинейности. 

Наиболее изучено напряжённо-деформированное состояние выполнен-

ных из линейно-упругого материала гладких пластин и оболочек с учётом 

геометрической нелинейности. В диссертации проведено сравнение получа-

емых результатов расчётов с результатами, представленными в [35], которые 

можно считать тестовыми.  

Рассматривается шарнирно закрепленная квадратная пластина, имею-

щая следующие граничные условия: при 0x , ax  : 0 WVU , 0




x

W
; 

при 2by  : 0 WVU ; 0




y

W
. Коэффициент Пуассона 3,0 . 

Проанализированы результаты расчётов, полученные для разного числа 

членов ряда аппроксимирующих функций и разной сетке для численного ин-

тегрирования в сравнении с тестовыми результатами. 

Для анализа результатов расчёта, полученных при разной сетке для 

численного интегрирования и разного числа взятых в функциях перемеще-

ний членов ряда, построены графики относительных величин прогиба и 

напряжения в центре пластины (рис. 3.7).  

Согласно представленным результатам в работе [34] для нагрузки 

164,q   ( 44 Ehqbq  ) прогиб 04,1W  ( hWW  ); нормальные напряжения в 

центре пластины 33,2x  ( 22 4Ehbxx  ). 

Значение прогиба 04,1W  получено по предложенному алгоритму при 

сетке 8х8х8 и трёх членах ряда, значение нормального напряжения в центре 
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пластины 34,2x  получено при сетке 12х12х12 и пяти членах ряда. Таким 

образом, погрешность результатов, полученных с помощью представленной 

в диссертации методики, представляет 0,4% процента. 
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Рис. 3.7. Прогиб и относительные напряжения гибкой пластины  

при разной сетке для численного интегрирования 

и разном числе членов ряда аппроксимирующих функций 

 

Анализ результатов, приведённых на графиках (рис. 3.7), показал хоро-

шую сходимость итерационного процесса. При этом сходимость по прогибам 

лучше, чем по напряжениям. При определении перемещений достаточно брать 

сетку 888   по соответствующей координате и три члена ряда в функциях пе-

ремещений. Для получения требуемой точности при определении напряжений 

необходимо учитывать пять членов ряда в функциях перемещений и принимать 

сетку 121212  .  

Анализ сходимости итерационного процесса расчёта при учёте физиче-

ской и геометрической нелинейностей в первом и высшем их приближениях 

при разной густоте сетки. 

По представленному алгоритму, исследовались точности результатов 
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расчёта подкреплённых пластин от количества членов ряда в функциях пере-

мещений и размеров сетки для численного интегрирования функционалов 

полной потенциальной энергии системы тело-нагрузка.  

Исследовалась квадратная подкреплённая гибкая пластина со сторонами 

4040)/()/(  hbha , две противоположные стороны которой закреплены 

шарнирно, а две другие – опираются на рёбра жёсткости. Рёбра рассматриваются 

в трёх вариантах: «слабые» ( 42)/()/(  hhhb pp ), «средние» (4×6) и «силь-

ные» (4×10). Понятия «слабое», «среднее», «сильное» рёбра введены в работе 

В.И. Климанова, С.А. Тимашева [100]. «Слабое» ребро жёсткости – 

52 
Da

EIP ; ребро «средней» жёсткости – 255 2  ; ребро «сильной» жёст-

кости – 252  . Здесь pEI  – жёсткость ребра; 
 2

3

112 


Eh
D  – цилиндрическая 

жёсткость материала пластины; a  – протяжённость ребра. 

Материал пластины и рёбер жёсткости Ст3. Зависимость интенсивно-

сти напряжения от интенсивности деформаций и другие физические характе-

ристики для которого взяты из работы А.С. Вольмира [39]. Нагрузка равно-

мерно распределенная, превышающая в 2–2,5 раза нагрузку, при которой по-

являются пластические деформации (
2/32 hMq s ). 

На рис 3.8, 3.9 представлены графики, дающие возможность судить о не-

обходимом числе членов ряда в функциях перемещений и густоте сетки для 

численного интегрирования в области ребра жёсткости ( 2ax  , 2by  ). 

Результаты расчётов деформаций и перемещений (рис. 3.8) для разного 

числа членов ряда получены на сетке 121212  . 

Первое приближение по прогибам (рис. 3.8, а) при «среднем» и «силь-

ном» рёбрах жёсткости дает результат близкий к получаемому по третьему 

приближению. Для результатов расчёта интенсивности деформаций ie , второе 

приближение отличается от третьего в пределах инженерной точности (3%). 

Похожие результаты интенсивности деформаций ie  получены для «слабого» 
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ребра жёсткости (рис. 3.8,б), хотя здесь отличия результатов второго и третье-

го приближений достигает 5%. Поэтому, когда требуется большая точность 

расчёта, необходимо удерживать пять членов ряда. Если сравнить результаты 

первого приближения, то они дают завышенные результаты и идут в запас по 

прочности и жёсткости. 
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Рис. 3.8. Результаты расчётов пластины возле ребра жёсткости 

на сетке 121212   для разного числа членов ряда аппроксимирующих функций 

для нагрузки 2/32 aMq S  
 

Из анализа полученных результатов расчёта следует, что для получе-

ния результатов с погрешностью 3 - 5 % достаточно второго приближения по 

числу удерживаемых членов ряда в функциях перемещений. 

Проанализируем результаты расчётов в третьем приближении на сетках 

444  , 888  , и 121212   в направлении координат zyx ,,  соответствен-

но. Полученные результаты сравним с результатами, полученными на более 

густой сетке.  

На рис. 3.9 представлены графики прогибов (рис. 3.9, а) и интенсивно-

сти напряжений (рис. 3.9, б), полученные для различных сеток и пяти членах 
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ряда функций перемещений при нагрузке 
2/32 aMq S  для «слабого», 

«сильного» и «среднего» рёбер жёсткости.  
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Рис. 3.9. Результаты расчётов верхней поверхности пластины 

возле рёбра жёсткости для пяти членов ряда функций перемещений 

на разной сетке для нагрузки 2/32 aMq S  
 

Анализ результатов расчёта, приведенный на рис. 3.9 показывает, что 

на сетке ( 444  ) получаем неудовлетворительный результат, особенно для 

«слабых» рёбер жёсткости. Результаты, полученные на сетке 888  , доста-

точно близки к результатам, полученным на сетке 121212  . Установлено, 

чем жёстче ребро, тем ближе результаты между собой (погрешность 3 - 5%). 

Удовлетворительные результаты расчётов получены на сетке 888  . Для 

более точных расчётов при «слабом» ребре жёсткости следует принимать сетку – 

121212   по каждой координате.  

Из анализа полученных результатов расчётов следует: 

– для практических расчётов достаточная точность результатов, харак-

теризующих НДС, достигается при удержании в функциях перемещений трёх 

членов ряда и сетке для численного интегрирования – 888  . При рассмот-
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рении пластических деформаций необходима более густая сетка для числен-

ного интегрирования и увеличение числа членов ряда в функциях перемеще-

ний; 

– результаты расчёта в первом приближении на сетке 444   протя-

жённости элемента по соответствующей координате для численного интегри-

рования получаются завышенными и идут в запас по прочности и жёсткости. 

Рассмотрим возможности применения разработанного алгоритма и досто-

верность получаемых результатов при расчёте системы гибких пластин и поло-

гих оболочек с учётом физической и геометрической нелинейностей, начального 

прогиба и механических свойств материала, зависящих от температуры. 

Учёт физической нелинейности. 

Рассчитывается прямоугольная шарнирно закреплённая пологая обо-

лочка за пределом упругости материала. Толщина оболочки 1 см, стрела 

подъёма в центре оболочки см2f , размер в плане – см)(4040ba . По-

верхность оболочки описывается уравнением эллиптического параболоида. 

Материал оболочки Ст3. На оболочку действует поперечная равномерно рас-

пределённая нагрузка интенсивностью МПа2q . Результаты сравниваются 

с результатами, представленными в работе А.И. Стрельбицкой [185], где рас-

чёт проводился методом конечных разностей. 

Для оболочки разработанным методом проводился численный анализ 

сходимости итерационного процесса решения упругопластической задачи 

методом переменных параметров упругости. На рис. 3.10 приведены резуль-

таты расчётов при семи итерациях по основным параметрам: для центрально-

го сечения по прогибам, интегральным характеристикам жёсткости, нор-

мальному усилию, секущему модулю упругости для верхней центральной 

точки и энергии деформации оболочки. 

При анализе кривых, представленных на рис. 3.10, наблюдается быст-

рая сходимость при незначительном числе приближений. Расхождение полу-

ченных результатов незначительное (до %5,4  при третьем приближении). 
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Рис. 3.10. Сходимость итерационного процесса по МППУ 

 

Из сравнения результатов следует, что разработанный алгоритм позво-

ляет учесть физическую нелинейность деформирования, имеет быструю схо-

димость, даёт достоверный результат при хорошей точности и может исполь-

зоваться для расчёта сложных тонкостенных конструкций 

Учёт начального несовершенства формы. 

В работе Т. Янга [213] приводятся результаты расчёта методом конеч-

ных элементов несовершенных квадратных пластин, нагруженных равномер-

но распределенной нагрузкой (рис. 3.11).  

У пластин два противоположных края свободно оперты, а два других за-

щемлены. Функция начального прогиба задаётся с учётом граничных условий: 






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
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
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. 

Рассмотрены четыре случая величины максимального начального про-

гиба hhhW 2;;5,0;00  .  

На рис. 3.11 в виде графиков зависимости приведённого прогиба центра 

пластины от приведённой нагрузки представлен результат расчёта T. Янга. 
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Рис. 3.11. График зависимости « qW  » при 1,216q  ( 316,0 ) 

 

На кривые наложен результат расчёта пластины, выполненный по 

представленному в диссертационной работе алгоритму, при постоянной при-

ведённой нагрузке 1,216/ 44  Ehqbq , показывающий удовлетворительное 

совпадение результатов (расхождение – 3 %). Отмечается существенная зависи-

мость прогибов пластины от начального прогиба. 

Учёт неоднородности в упругой и пластической областях. 

В работе А.И. Стрельбицкой [183] приведены результаты расчёта мето-

дом конечных разностей упругопластического изгиба шарнирно опертых квад-

ратных пластин из неоднородного материала, нагруженных равномерно рас-

пределённой нагрузкой. Изменение значений модуля упругости HE и предела 

текучести H
T  неоднородного материала на срединной поверхности пластины в 

зависимости от поперечной координаты z  происходит по линейному закону: 
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где EП /  и T
Пf /  − параметры упругой и пластической неоднородности; 

ПП f,  – приращение (убывание) модуля упругости и предела текучести в край-

них волокнах неоднородной пластины; hz /2  − относительное расстояние воло-

кон от срединной поверхности пластины. Исследовалось одинаковое измене-
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ние модуля упругости и предела текучести материала по толщине пластины в 

виде безразмерных параметров TfE   // , принимающих значения 

0,50; 0,25; 0; –0,25; –0,50.  

Результаты расчётов, полученных методом конечных разностей в виде 

графиков зависимости прогиба центра пластины от равномерно распределён-

ной нагрузки, приведены на рис. 3.12. Кривые зависимостей « Wq  » 

(рис. 3.12) имеют разный наклон на упругом участке вследствие разных ве-

личин модуля упругости и существенно отличаются при возникновении пла-

стических деформаций в пластине. 

На кривые наложен результат, полученный при постоянной приведён-

ной нагрузке 18512 ,/Mqλq s  , по представленному в данной диссертацион-

ной работе алгоритму.  

 

Рис. 3.12. Сравнение результатов по максимальным прогибам 

при расчёте пластины с учётом разной величины неоднородности 

в упругой и пластической областях ( 1851,q  ) 

 

Сравнение результатов свидетельствует о хорошей сходимости итера-

ционного процесса (погрешность в пределах 3%). Отмечается существенная 

зависимость прогибов от величины неоднородности материала. 
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3.6. Выводы по третьей главе 

1. Разработан алгоритм расчёта подкреплённых гибких прямоугольных 

пластин и пологих оболочек, имеющих начальные прогибы, с одновремен-

ным учётом двойной (физической и геометрической) нелинейности и нахо-

дящихся под действием поперечной нагрузки и температуры. 

2. Обоснованы и получены основные зависимости теории расчёта пла-

стин и оболочек, основанные на гипотезах Кирхгофа–Лява. При этом геомет-

рическая нелинейность учитывается по теории Т. Кармана, а физическая не-

линейность реализуется согласно теории малых упругопластических дефор-

маций. Так же по модели В.В. Петрова учитывается зависимость материала 

конструкции от вида напряжённого состояния.  

3. Получено выражение функционала полной потенциальной энергии 

системы тело-нагрузка в перемещениях с учётом начального прогиба.  

4. Приведена основная расчётная схема, построенная путём разбиения кон-

струкции на отдельные укрупнённые элементы по узловым линиям. Функции 

перемещений записываются с учётом совместности перемещений по узловым 

линиям и полноты во внутренних областях. 

5. Предложено применять интегрирование при вычислении функционала 

полной потенциальной энергии подкреплённых элементов со ступенчато меня-

ющейся жесткостью с учётом нелинейности и разномодульности. 

6. Разработан алгоритм расчёта неоднородных прямоугольных пластин 

и пологих оболочек с использованием метода переменных параметров упру-

гости, который позволяет учитывать физическую нелинейность и изменение 

физико-механических свойств материала при действии температуры.  

7. Проведён анализ результатов численных расчётов, который показал, 

что достаточная для практических целей точность результатов по прогибам и 

напряжениям, характеризующих НДС, получена при удержании в функциях 

перемещений пяти членов ряда и сетке для численного интегрирования 

121212   протяженности конструктивного элемента по соответствующей 

координате.  
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8. Проведена проверка достоверности полученных результатов расчёта. 

Решены и проанализированы различные тестовые задачи. Сравнение получен-

ных результатов с контрольными результатами подтверждает достоверность 

расчётов. Расхождение результатов составляет порядка 3%, что находится в 

пределах допустимой погрешности. 
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ГЛАВА 4 

НАПРЯЖЁННО-ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ 

ПОДКРЕПЛЁННЫХ ПЛАСТИН И ПОЛОГОЙ ОБОЛОЧКИ С 

НАЧАЛЬНЫМИ ПРОГИБАМИ ЗА ПРЕДЕЛОМ УПРУГОСТИ 

МАТЕРИЛА ПРИ ДЕЙСТВИИ ПОПЕРЕЧНОЙ НАГРУЗКИ 

 

В данной главе приведены результаты исследования напряжённо-

деформированного состояния двухпанельных подкреплённых гибких пластин 

и пологой цилиндрической оболочки с помощью разработанного метода. 

Исследовалось влияние начального прогиба (НП), разного вида нели-

нейностей [140, 142, 196, 199, 240], изменение механических свойств матери-

ала, зависящих от температуры [138] на напряжённо-деформированное со-

стояние элементов конструкций. 

Рассматривались пластины постоянной толщины с двумя равными па-

нелями размерами в плане 5050ba  (см), находящиеся под действием 

поперечной нагрузки интенсивностью q  и с шарнирным опиранием всех 

сторон на жёсткие опоры. Материал пластины и ребра сталь Ст3 (модуль 

упругости Е=2,1∙10
5
 МПа, предел текучести σs=240 МПа). Действующая рав-

номерно распределённая поперечная нагрузка прикладывается на всю пласти-

ну или на одну из её панелей.  

Также исследовалось влияние начального прогиба и рёбер разной 

жёсткости на напряжённо-деформированное состояние пологой цилиндриче-

ской оболочки средней кривизны ( 302 hakу ) размерами 15050   (см), вы-

полненной из материала Д16Т [164].  

 

4. 1. Определение напряжённо-деформированного состояния 

ребристой пластины с начальным прогибом при действии 

несимметричной поперечной нагрузки 

Анализируется зависимость напряженно-деформированного состояния в 

зависимости от толщины подкреплённой пластины, наличия начального про-
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гиба пластины. Для удобства анализа результаты расчётов приведены в без-

размерном виде.  

Проведено исследование упругопластического НДС гибкой ребристой 

пластины постоянной толщины при действии поперечной нагрузки, прило-

женной к левой панели (рис. 4.1, а) [163, 196, 199, 240]. Пластина состоит из 

квадратных панелей 5050ba  (см). y  – ось симметрии пластины. Диа-

грамма деформирования материала представлена на рис. 4.1, б. и практически 

является диаграммой Прандтля для идеального упругопластического тела без 

упрочнения. 

Рассматривались варианты пластин толщиной: hhh 5,1;;7,0  ( 1h  см). Отно-

сительная толщина пластин соответственно: 50/1/ ah ; 7117,0 /h/a  ; 

33/1/5,1 ah . В центре каждой пластины находится ребро размером 

64;44;33  рр hb  (см) соответственно. Ребро расположено с эксцентриси-

тетом относительно срединной поверхности. рb , рh  – ширина и высота ребра.  

 
 

Пластина имеет несовершенства формы в виде начального прогиба nW  

(рис. 4.1, а). Начальный прогиб записывается аналитическим выражением: 

)()(),( 210 yFxFWyxWn 
    (4.1)

 

Здесь xxF  sin)(1   10при  x ; )1(25.0sin)(2 yyF    ;11при  y  

1  при 1k ; 1  при 2k  (k − номер панели). 0W  − максимальный началь-

Рис. 4.1. Двухпанельная стальная пластина: 

а) расчётная схема пластины; б) диаграмма деформирования материала Ст3 
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ный прогиб в центре пластины. Рассматривались случаи, когда 

hhW 5,0;0;5,00  . sW  – прогибы пластины, получаемое суммированием 

начального прогиба nW  и дополнительного прогиба пластины W  от нагрузки.  

Если стрела подъёма оболочки af 5/1  (а – меньший размер в плане), 

то данную оболочку можно рассматривать, как пологую [104]. В рассматри-

ваемых пластинах с начальным прогибом это соотношение равно аf 01,0 . 

Для исследуемых пластин максимальное соотношение 71,0/ hf , то есть не 

превышает 2/ hf . Данную оболочку можно считать «очень пологой обо-

лочкой» [124]. В таких пологих оболочках при нагружении нет «хлопка», а 

есть «выворачивание». Небольшой подъём оболочки позволяет применить 

геометрическую гипотезу [104]: оболочка принимается настолько пологой, 

что геометрию её поверхности можно приближённо считать совпадающей с 

геометрией плоскости её проекции. 

При определении НДС рассматривалось линейное решение (ЛР), решение 

только с учётом физической нелинейности (ФН), только с учётом геометриче-

ской нелинейности (ГН) и с учётом двойной нелинейности – физической и 

геометрической (ФГН). Для анализа НДС пластин с разным начальным про-

гибом при действии поперечной равномерно распределённой нагрузки q  

определялись прогибы W  точек срединной поверхности в направлении оси z  

и интенсивность деформаций ie  в наиболее характерных точках пластины (в 

центре панели, центре пластины и на ребре), определяемым по эпюрам проги-

бов и интенсивности деформаций. sq/qq   – приведённая нагрузка, hWW /  

– приведённый прогиб, sii /eee   – приведённая интенсивность деформаций 

( Ees /σs − деформация, соответствующая пределу текучести материала). 

Нагрузка, соответствующая началу текучести – sq  для пластины без началь-

ного прогиба определялась по зависимости «интенсивность деформаций - 

нагрузка» – « qei  » при si ee  , 001143,0/  Esie  для стали Ст3. Прило-

женная максимальная распределённая нагрузка превышала нагрузку начала 

текучести в три раза ( sqq 3 ).  
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4.1.1. Пластина толщиной h (относительная толщина 50/1/ ah ) 

Ниже приведены результаты расчётов двухпольных пластин с относи-

тельной толщиной 50/1/ ah  с положительным и отрицательным начальными 

прогибами вдоль продольной оси симметрии и проделан их анализ [142, 163].  

На рис. 4.2 представлены эпюры приведённых прогибов W/hW   по оси 

симметрии пластины, полученные при линейном расчёте и при учёте разных ви-

дов нелинейностей. Для анализа изменения интенсивности деформаций от нагруз-

ки были построены эпюры приведенной интенсивности деформаций sii eee /  

( se  − предел текучести) для верхних и нижних волокон (рис. 4.3, 4.4). 

Расчёты приведены при нагрузке sqq 2 . Нагрузка начала текучести для 

данной пластины МПа4,0sq .  
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Рис. 4.2. Эпюры приведённых прогибов W/h  

по оси симметрии пластины толщиной h при нагрузке sqq 2  
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Наибольшие прогибы возникают в середине нагруженной панели 

(рис. 4.2). Результаты решения с учётом только геометрической нелинейно-

сти и двойной нелинейности (физической и геометрической) различаются не-

значительно. Наибольшее отличие получены при сравнении результатов рас-

чётов по прогибам и интенсивности деформаций, проведённых по линейному 

расчёту и с учётом только физической нелинейности (рис. 4.2, 4.3). Линейное 

решение наиболее близко к решению с учётом физической и геометрической 

нелинейности при отрицательном начальном прогибе.  
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Рис. 4.3. Эпюры приведенной интенсивности деформаций si /ee  

для верхних волокон по оси симметрии пластины толщиной h  

при нагрузке sqq 2  
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Рис. 4.4. Эпюры приведенной интенсивности деформаций si /ee  

для нижних волокон по оси симметрии пластины толщиной h 

при нагрузке sqq 2  
 

На представленных эпюрах приведённой интенсивности деформаций 

(рис. 4.3, 4.4) отмечается скачок этого параметра в центре пластины. Это свя-

зано с нагрузкой только на левой панели и влиянием центрального подкреп-

ляющего ребра. Вторая ненагруженная панель имеет малые прогибы и по-

этому значения величин, характеризующих НДС, близки к полученным при 

линейном решении (отличие составляет 2%).  

Наибольшие величины интенсивности деформации возникают в сере-
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дине левой панели, в центре пластины и на ребре независимо от величины 

начального прогиба (рис. 4.3, 4.4). Для указанных характерных точек постро-

ены графики зависимости приведённого прогиба от приведённой нагрузки – 

« qW  » и приведённой интенсивности деформаций от приведённой нагруз-

ки – « qei  » (рис. 4.5 – 4.8) в безразмерных величинах.  

 
 

Рис. 4.5. Графики зависимости « Wq  » пластины толщиной h: 

а) в центре левой панели; б) в центре пластины 
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Рис. 4.6. Графики зависимости « qei  » пластины толщиной h: 

а) в верхних волокнах центра левой панели; 

б) в нижних волокнах центра левой панели 
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Рис. 4.7. Графики зависимости « qei  » пластины толщиной h: 

а) в верхних волокнах центра пластины; 

б) в нижних волокнах центра пластины 
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Рис. 4.8. Графики зависимости « qei  » для нижних волокон 

центра ребра пластины толщиной h 

 

Установлено, что направление начального прогиба влияет на напря-

жённо-деформированное состояние. Так в рассматриваемом диапазоне 

нагрузки при определении перемещений пластины с отрицательным про-

гибом линейное решение близко к решению, получаемому при учёте физиче-
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Пластические деформации раньше всего возникают при отрицательном 

начальном прогибе вначале в центре панели в верхних волокнах (при нагрузке 

sqq  ), затем в центре пластины в верхних и нижних волокнах (при нагрузке 

sqq 5,1 ), а потом на ребре (нагрузка начала текучести – sqq 05,2 ). При от-

сутствии начального прогиба пластические деформации сначала возникают в 

нижних волокнах в центре панели и пластины (при нагрузке sqq 4,1 ), затем в 

верхних волокнах в этих же точках (при нагрузке sqq 05,1 ) и в последнюю 

очередь – на ребре (при нагрузке sqq 4,2 ). При положительном начальном 

прогибе очерёдность возникновения пластических деформаций следующая: 

сначала в нижних волокнах центра панели (нагрузка – sqq 3,1 ), затем в ниж-

них волокнах центра пластины (нагрузка – sqq 5,1 ) (рис. 4.6).  

Также установлено, что линейное решение наиболее близко к решению, по-

лученному при учёте только физической нелинейности при малой нагрузке 

( sqq 5,1 ) (рис. 4.5 – 4.7).  

В рассматриваемом диапазоне нагрузок при положительном начальном 

прогибе и учёте физической и геометрической нелинейностей в ребре пла-

стические деформации не возникают (рис. 4.8). Наибольшие прогибы на реб-

ре возникают при расчёте с учётом физической нелинейности при нагрузке, 

превышающей нагрузку начала текучести в два раза и больше.  

 

4.1.2. Пластина толщиной 0,7h (относительная толщина 71/1/7,0 ah ) 

Исследуется НДС подкреплённой ребром двухпанельной пластины, 

(рис. 4.1, а) [196, 240], толщина которой составляет h7,0 .  

На рис. 4.9, 4.10, 4.11 приведены эпюры приведённых прогибов hW /  и 

приведённой интенсивности деформаций si ee /  пластины с начальным про-

гибом hhW 5,0;0;5,00   вдоль продольной оси симметрии для верхних и 

нижних волокон пластины в центре первой панели, в центре пластины и в ребре 

в зависимости от рассматриваемого вида нелинейности. Величины прогибов и 
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интенсивности деформаций приведены при нагрузке МПа4,0q , превышаю-

щей нагрузку начала текучести в 2 раза ( МПа2,0sq ). 

Анализируются прогибы и интенсивности деформаций, полученные с 

учётом физической и геометрической нелинейностей, при сравнении их с ли-

нейным решением, и решениями, полученными при отдельном учёте физиче-

ской и геометрической нелинейностей (рис. 4.9, 4.10, 4.11).  
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Рис. 4.9. Эпюры приведённых прогибов hW /  

по оси симметрии пластины толщиной 0,7h при нагрузке sqq 2  
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Рис. 4.10. Эпюры приведенной интенсивности деформаций si ee /  

для верхних волокон по оси симметрии пластины толщиной 0,7h 

при нагрузке sqq 2  
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Рис. 4.11. Эпюры приведенной интенсивности деформаций si ee /  

для нижних волокон по оси симметрии пластины  

толщиной 0,7h  при нагрузке sqq 2  

 

Анализ представленных результатов указывает на то, что наибольшие 

прогибы возникают в центре левой панели с отрицательным начальным про-

гибом (рис. 4.9), которая находится под действием равномерной нагрузки. 

Наибольшие прогибы возникают при расчёте с учётом физической нелиней-

ности и более чем в два раза превышают прогибы, полученные при учёте фи-

зической и геометрической нелинейностей. Линейное решение наиболее близ-
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ко к решению, полученному при учёте двойной нелинейности (физической и 

геометрической) с отрицательным начальным прогибом. Максимальное отли-

чие составило 65%. Решения с учётом только геометрической и двойной нели-

нейности отличаются в пределах 2–5 %, что свидетельствует о значительном 

влиянии мембранных усилий. 

В центре пластины отмечается скачок интенсивности деформаций 

(рис. 4.10, 4.11), что связано с несимметричным приложением нагрузки и 

влиянием ребра.  

Результаты расчётов, полученные с учётом только геометрической и 

двойной нелинейностей, отличаются от линейного решения в пределах 3–5 % 

(рис. 4.10). Это связано с тем, что правая панель не имеет больших прогибов и в 

ней не возникают пластические деформации. 

Наибольшие деформации возникают на нижней поверхности в центре 

левой панели, центре пластины и на ребре (рис. 4.10, 4.11). Для указанных 

точек построены графики зависимости приведённых прогибов и приведенной 

интенсивности деформаций от нагрузки (рис. 4.12-4.14). 
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Рис. 4.12. Графики зависимости « Wq  » пластины толщиной 0,7h: 

а) в центре левой панели; б) в центре пластины 
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Рис. 4.13. Графики зависимости « qei  » пластины толщиной 0,7h: 

а) в верхних волокнах центра левой панели;  

б) в нижних волокнах центра левой панели 
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Рис. 4.14. Графики зависимости « qei  » пластины толщиной 0,7h: 

а) в верхних волокнах центра пластины;  

б) в нижних волокнах центра пластины 
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Рис. 4.15. Графики зависимости « qei  » для нижних волокон 

ребра пластины толщиной 0,7h 
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сивности деформаций от решения, полученного при одновременном учёте 

физической и геометрической нелинейностей, наблюдается при положитель-

ном начальном прогибе. Всё это обусловлено влиянием сжимающих усилий 

при отрицательном начальном прогибе и преобладанием влияния изгибаю-

щих моментов. При положительном начальном прогибе сказывается влияние 

растягивающих усилий. 

При нагрузке до sq2  величины, характеризующие напряжённо-

деформированное состояние пластины, полученные при учёте геометриче-

ской нелинейности и одновременном учёте физической и геометрической не-

линейностей, отличаются между собой незначительно. В центре пластины 

для нагрузки sqq 5,2  при отрицательном начальном прогибе наблюдается 

разгрузка сжатых волокон (рис. 4.14). Причиной этого является превалирова-

ние положительных мембранных составляющих напряжений над отрица-

тельными изгибными составляющими напряжений. 

В зависимости от знака начального прогиба в рассматриваемом диапа-

зоне нагрузок пластические деформации на ребре возникают при разной 

нагрузке. При положительном начальном прогибе пластические деформации 

не возникают, так как сказывается влияние продольных усилий и уменьшение 

влияния изгибающих моментов, возникающих при действии нагрузки на пла-

стину. В пластине без начального прогиба пластические деформации появля-

ются при нагрузке sqq 1,2 , при отрицательном начальном прогибе – при 

sqq 6,1  (рис. 4.15). Увеличивается влияние момента. Кроме того, сказывается 

влияние сложного распределения деформаций по полю пластины. 

 

4.1.3. Пластина толщиной 1,5h (относительная толщина 33/1/5,1 ah ) 

В данном параграфе представлен анализ результатов расчёта пластины 

толщиной h5,1  с максимальным начальным прогибом hhW 5,0;0;5,00   в 

центре пластины (рис. 4.1, а) [239, 240].  

На рис. 4.16, 4.17, 4.18 приведены эпюры прогибов ( hW / ) и интенсив-
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ности деформаций ( s/eei ) для верхних и нижних волокон по оси симметрии 

пластины при учёте физической и геометрической нелинейностей и рассмат-

риваемого начального прогиба при нагрузке, превышающей нагрузку начала 

текучести в 1,5 раза ( sq,q 51 , МПа1sq ).  
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Рис. 4.16. Эпюры приведённых прогибов hW /  

по оси симметрии пластины толщиной 1,5h при нагрузке sq,q 51  
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Рис. 4.18. Эпюры приведенной интенсивности деформаций 

для нижних волокон по оси симметрии пластины толщиной 1,5h  

при нагрузке sq,q 51  

 

Прогибы в центре нагруженной панели (рис. 4.16) при положительном 

начальном прогибе при учёте физической нелинейности отличаются от значе-

ний, полученных с одновременным учётом физической и геометрической не-

линейностей на h0,15  (на 40%). Линейное решение наиболее близки к реше-

нию с учётом физической и геометрической нелинейностей при отсутствии 
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начального прогиба. Так максимальное отличие прогибов пластины при положи-

тельном начальном прогибе составило 25%. Результаты расчёта, полученные при 

учёте только геометрической нелинейности и двойной нелинейности (физиче-

ской и геометрической) отличаются на 3-5 % независимо от знака начального 

прогиба (рис. 4.16). 

Отмечается скачок интенсивности деформации в центре пластины 

толщиной h5,1  (рис. 4.17, 4.18), как и в пластинах толщиной h7,0  и h . Значе-

ния приведённой интенсивности деформации si ee / , полученные с учётом 

геометрической нелинейности и двойной нелинейности, отличаются незна-

чительно, в пределах 3-5 %. Прогибы и интенсивность деформаций второй 

ненагруженной панели близки по величине к результатам, полученным при 

линейном решении.  

Наибольшее значение интенсивности деформаций наблюдается в центре 

левой панели, центре пластины и на ребре (рис. 4.17, 4.18). Для указанных точек 

построены графики зависимости «прогиб - нагрузка» – « qW  », «интенсив-

ность деформаций - нагрузка» – « qei  » (рис. 4.19 - 4.22).  
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Рис. 4.19. Графики зависимости « Wq  » пластины толщиной 1,5h: 

а) в центре левой панели; б) в центре пластины 
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Рис. 4.20. Графики зависимости « qei  » пластины толщиной 1,5h: 

а) в верхних волокнах центра левой панели; 

б) в нижних волокнах центра левой панели 
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Рис. 4.21. Графики зависимости « qei  » пластины толщиной 1,5h: 

а) в верхних волокнах центра пластины; 

б) в нижних волокнах центра пластины 
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Рис. 4.22. Графики зависимости « qei  » для нижних волокон 

центра ребра пластины толщиной 1,5h 
 

Последовательность возникновения пластических деформаций опреде-

ляется согласно зависимости приведённой интенсивности деформаций от 

приведённой нагрузки – « qei  » (рис. 4.20-4.22). В пластине с отрицатель-

ным начальным прогибом пластические деформации возникают вначале в 

центре панели на верхних волокнах (при sqq 8,0 , МПа1sq ), затем одно-

временно в верхних волокнах в центре панели и центре пластины (при 

sqq  ), и в последнюю очередь на ребре (при sqq 5,2 ). Линейное решение 

до начала текучести материала пластины при отрицательном начальном про-

гибе наиболее близко к решениям, полученным с учётом нелинейностей. В 

этом случае погрешность в пределах 3-5%. При положительном начальном 

прогибе между линейным и нелинейными решениями отмечается расхожде-

ние, т.к. сказывается влияние растягивающих усилий в пластине. 
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Направление начального прогиба влияет на величину прогибов и ин-

тенсивность деформаций. Так, при учёте двойной нелинейности в центре 

первой панели при нагрузке sqq 2  наибольший прогиб )530( h,W   возни-

кает при отрицательном начальном прогибе, а наименьший прогиб 

)350( h,W   – при положительном начальном прогибе (рис. 5.19). Аналогич-

ный характер носит изменение интенсивности деформаций (рис. 4.20, 4.21). 

В отличие от более тонких пластин геометрически нелинейное решение зна-

чительно отличается от решения с одновременным учётом физической и гео-

метрической нелинейностей при нагрузке больше нагрузки начала текучести.  

В зависимости от знака начального прогиба в рассматриваемом диапазоне 

нагрузок пластические деформации ребра возникают при разных нагрузках: 

максимальная величина приведённой нагрузки 5,2q  – при положительном 

начальном прогибе, минимальная 75,1q – при отрицательном прогибе.  

Величины, характеризующие НДС пластины, зависят от направления 

начального прогиба и вида нелинейности (рис. 4.20, 4.21). При положительном 

начальном прогибе решение с учётом физической и геометрической нелиней-

ностей находится между линейным решением и решением с учётом геометри-

ческой нелинейности. При отсутствии начального прогиба ( 00 W ) решение с 

учётом физической и геометрической нелинейностей близко к линейному ре-

шению, а при отрицательном начальном прогибе – наиболее близко к реше-

нию с учётом физической нелинейности (рис. 4.20-4.21).  

 

4.1.4. Сравнительный анализ влияния начального прогиба, физи-

ческой и геометрической нелинейностей на напряжённо-

деформированное состояние ребристых пластин  

Проведён анализ результатов расчёта напряжённо-деформированного 

состояния пластин, выполненных из материала Ст3, на действие несиммет-

ричной поперечной равномерно распределённой нагрузки при разном 

начальном прогибе центра пластины. Рассматривались пластины размером в 
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плане 5050ba  (см) толщиной: hhh 5,1;;7,0  ( 1h  см) подкреплённые в 

центре ребром (рис. 4.1). Расчёт проводился в линейной и нелинейной поста-

новках (с учётом физической, геометрической нелинейностей и с совмест-

ным учётом физической и геометрической нелинейностей).  

За основную величину, характеризующую жёсткость пластины, взят прогиб 

W . За величину, характеризующую прочность – интенсивность деформаций ie .  

Представленные графики зависимости приведённого дополнительного 

прогиба от приведённой нагрузки – « qW  » и приведённой интенсивности 

деформаций от приведённой нагрузки – « qei  » для центра левой панели, 

центра пластины и подкрепляющего ребра, полученные при разных значени-

ях начального прогиба, характеризуют общее напряженно-деформированное 

состояние пластины.  

Сравнение линейного решения и решения с учётом физической и 

геометрической нелинейностей до предела текучести материала  

В таблицах 4.1 и 4.2 приведено сравнение результатов линейного ре-

шения в процентном соотношении к нелинейному (с учётом геометрической 

нелинейности) решению при нагрузке начала текучести sqq   по прогибам 

(табл. 4.1) и интенсивности деформаций (табл. 4.2) центра панели и центра 

пластины.  

Таблица 4.1 

Сравнение по прогибам hW /  (%) 

Толщина 

пластины 

h,W 500   00 W  h,W 500   

Центр левой панели 

h7,0  16,5 39,5 106 

h  5,9 13,8 49,4 

h5,1  2,5 4,1 21,2 

 Центр пластины 

h7,0  12,5 11,7 88,6 

h  8,5 2,8 48,5 

h5,1  6,2 1,3 23,8 
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Таблица 4.2 

Сравнение по интенсивности деформаций si ee /  (%) 

Толщина 

пластины 

h,W 500   00 W  h,W 500   h,W 500   00 W  h,W 500   

Центр панели 

Верхние волокна  Нижние волокна 

h7,0  16,2 65 186,6 23,2 18,2 47,7 

h  2,7 25,6 87,6 13,3 3,1 18,3 

h5,1  2,4 10 41,1 8,7 1,7 3,6 

 

Центр пластины 

Верхние волокна  Нижние волокна 

h7,0  24 71,8 192,6 18,1 39,2 93,5 

h  5,9 25,1 80,8 7,2 10,7 39,5 

h5,1  0,7 9,2 36 4,5 1,8 14,2 
 

При нагрузке sqq   в пластине толщиной h,51  максимальное отличие 

(6,2 %) по прогибам нелинейного решения от линейного наблюдается при 

отрицательном начальном прогибе h,W 500  . При положительном началь-

ном прогибе h,W 500   максимальное различие результатов составляет 

23,8 %. Без учёта начального прогиба отличие нелинейного решения от ли-

нейного составило максимум 4,1 % (табл. 4.1). 

Интенсивность деформаций, характеризующая деформированное со-

стояние, показывает максимальное различие результатов (192,6 %) при тол-

щине пластины 0,7 h . 

С уменьшением толщины пластин (h  и h7,0 ) различие между резуль-

татами расчётов между линейным решением и решением с учётом геометри-

ческой нелинейности возрастает. 

С увеличением толщины пластины при отрицательном начальном про-

гибе погрешность линейных расчётов уменьшается. Так при h,W 500   и 

толщине пластины h5,1  максимальное отличие равно 8,7 % (табл. 4.2). 

Сравнение геометрически нелинейного решения и решения с учё-

том физической и геометрической нелинейностей  

В табл. 4.3 и 4.4 приведено сравнение результатов геометрически нели-

нейного решения в процентном отношении к решению, учитывающему фи-
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зическую и геометрическую нелинейности при нагрузке sqq 2  по прогибам 

(табл. 4.3) и интенсивности деформаций (табл. 4.4) центра панели и центра 

пластины. 

Таблица 4.3 

Сравнение по прогибам hW /  (%) 

Толщина 

пластины 

h,W 500   00 W  h,W 500   

Центр панели 

h7,0  1,5 0,8 0,1 

h  6,2 4 1,9 

h5,1  25,8 18,7 12,2 

 Центр пластины 

h7,0  3,3 0,01 0,01 

h  1,5 0,5 0,01 

h5,1  6,2 2 1 
 

Для пластин толщиной h7,0  и h  прогибы центра пластины и центра 

панели, полученные при учёте геометрической нелинейности и с учётом фи-

зической и геометрической нелинейностей, различаются незначительно. 

Максимальное различие – 6,2 % при отрицательном начальном прогибе. Ис-

ключение составляет пластина толщиной h,51 . В центре нагруженной панели 

данной пластины наблюдается увеличение между указанными решениями от 

12,2 % при положительном начальном прогибе до 25,8 % при отрицательном 

прогибе.  

Таблица 4.4 

Сравнение по интенсивности деформаций si ee /  (%) 

Толщина 

пластины  

h,W 500   00 W  h,W 500   h,W 500   00 W  h,W 500   

Центр панели 

Верхние волокна  Нижние волокна 

h7,0  1,1 0,3 0,01 3,5 2,2 0,01 

h  6,9 2,5 0,7 10,7 7,9 4,2 

h5,1  27,9 18,03 9,1 35,2 27,9 19,3 

 

Центр пластины 

Верхние волокна  Нижние волокна 

h7,0  0,5 0,01 0,01 0,5 0,01 0,01 

h  5,2 2,3 1,2 6,9 5,2 2,3 

h5,1  27,6 17,5 10,4 30,7 24,1 17,4 
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Хорошее совпадение результатов наблюдается и по интенсивности дефор-

маций пластин толщиной h,70  и h , полученных при учёте геометрической не-

линейности и при учёте физической и геометрической нелинейностей при 

нагрузке sqq 2  (табл. 4.4). Максимальное различие результатов – 10,7 % при 

отрицательном начальном прогибе и минимальное различие при положительном 

начальном прогибе – 0,01 %. Наибольшее различие величин интенсивности де-

формаций, полученных при учёте геометрической нелинейности и при одновре-

менном учёте физической и геометрической нелинейностей, получено для пла-

стин толщиной h,51 . Минимальное различие – 9,1 % в верхних волокнах центра 

панели при положительном начальном прогибе и максимальное – 35,2 % в 

нижних волокнах центра панели при отрицательном начальном прогибе. От-

метим, что наиболее близкие результаты для интенсивности деформаций 

наблюдаются при положительном начальном прогибе, наибольшее расхож-

дение – при отрицательном. 

Анализ влияния начального прогиба при расчёте пластин толщи-

ной hh;h 5,1;7,0  с одновременным учётом физической и геометрической 

нелинейностей. 

Анализ проводился при толщине пластины смh 1  и длине пластины 100 

см величина начального прогиба равна h5.0 , то есть половине толщины пластины.  

На рис. 4.23 изображены графики зависимости дополнительного приве-

дённого прогиба от приведённой нагрузки « Wq  » центра нагруженной панели и 

центра пластины при положительном, отрицательном начальном прогибах и их 

отсутствии. 

На рис. 4.24 представлена эпюра дополнительных приведённых прогибов 

центра левой панели пластин толщиной hh;h 5,1;7,0  с начальным прогибом 

hhW 5,0,0,5,00  , нагруженной несимметричной нагрузкой sqq  . 

На рис. 4.25 и 4.26 представлены эпюры суммарных приведённых про-

гибов пластин разной толщины hh;h 5,1;7,0  с начальным прогибом 

hhW 5,0,0,5,00   при несимметричной нагрузке sqq  . 

На рис. 4.27, 4.28 представлены графики зависимости приведённой интенсивно-

сти деформаций от приведённой нагрузки « qei  », полученные при учёте физиче-
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ской и геометрической нелинейностей для верхних и нижних волокон центра панели 

(рис. 4.27) и центра пластины (рис. 4.28) в зависимости от знака начального прогиба.  
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Рис. 4.23. Графики зависимости « Wq  » пластин, полученные при учёте 

физической и геометрической нелинейностей 

а) центра нагруженной панели; б) центра пластины 

а) б) 
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Рис. 4.24. Эпюра приведённых дополнительных прогибов W  пластины с разным 

начальным прогибом 0W , нагруженной несимметричной нагрузкой sqq   
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Рис. 4.25. Эпюра приведённых суммарных прогибов sW  пластины с разным 

начальным прогибом 0W , нагруженной несимметричной нагрузкой sqq   
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Рис. 4.26. Эпюра приведённых суммарных прогибов sW  пластины с разным 

начальным прогибом 0W , нагруженной несимметричной нагрузкой sqq   
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Рис. 4.27. Графики зависимости « qei  » пластины, полученные при учёте 

физической и геометрической нелинейностей: 
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Рис. 4.28. Графики зависимости « qei  » пластины, полученные при учёте 

физической и геометрической нелинейности: 

а) в верхних волокнах центра пластины; б) в нижних волокнах центра пластины 
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Во всех рассматриваемых случаях, как и следовало ожидать, наиболее 

деформируемыми являются более тонкие пластины.  

В пластинах с положительным начальным прогибом при нагрузке sqq   

разница между прогибами пластин толщиной h,70  и 1,5h составила 0,04h. При 

отрицательном прогибе разница между прогибами увеличилась и составила 

0,22h (рис. 4.23).  

Рис. 4.29. Эпюра суммарных прогибов hWs /  

центра левой панели пластины толщиной  h=1 см ( sqq  ) 
 

Отрицательный начальный прогиб приводит к увеличению дополнитель-

ных прогибов пластин (рис. 4.24).  
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положительном и отрицательном начальном прогибе увеличивается. При 

нагрузке sqq 2  дополнительные прогибы центра левой панели пластины тол-

щиной h при положительном начальном прогибе hW 47.0 , а при отрицатель-

ном начальном прогибе дополнительные прогибы hW 75.0 . 

Это объясняется возникающей пологостью пластины с начальным про-

гибом. В.З. Власов в своей работе [37] отмечал, что в подобных случаях можно 

рассматривать пластины на некотором фиктивном упругом основании с коэф-

фициентом упругости, зависящим от кривизны, величина которой при отрица-

тельном начальном прогибе увеличивается с ростом нагрузки, а при положи-

тельном начальном прогибе она уменьшается. По мере нагружения пластины с 

отрицательным начальным прогибом радиус кривизны увеличивается, что при-

водит к уменьшению коэффициента упругости фиктивного основания, т.е. к 

уменьшению жёсткости пластины. При положительном начальном прогибе ра-

диус кривизны уменьшается, это приводит к увеличению жёсткости пластины. 

Максимальные суммарные прогибы независимо от толщины пластины 

возникают при положительном начальном прогибе (рис. 4.25, в). Суммарные 

прогибы в центре левой панели в пластине толщиной см1h  с положительным 

начальным прогибом равны 0,6298h, в пластине с отрицательным начальным 

прогибом суммарные прогибы равны 0,0361h. В пластине без прогиба ( 00 W ) 

прогибы в центре левой панели равны 0,363h.  

В пластинах с отрицательным начальным прогибом возникают сум-

марные прогибы разного знака (рис. 4.28, а). Наибольшая разница наблюда-

ется у пластин толщиной 0,7h. Это связано с большим влиянием продольных 

усилий у пластин толщиной 0,7 h. 

В пластинах толщиной 0,7h наблюдается увеличение суммарных про-

гибов (рис. 4.26, б). В пластинах толщиной 1,5h для нагрузки sqq   суммар-

ные прогибы минимальные. 

В таблице 4.5 приведены вертикальные перемещения центра левой панели 

пластины без начального прогиба ( 00 W ) при нагрузке начала текучести ( sqq  ).  
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Таблица 4.5 

Вертикальные перемещения центра левой панели 

Прогибы 

пластины  

h0,7  h  h1,5  

sqq  , 00 W  

W  0,43h 0,36h 0,29h 
 

При нагрузке начала текучести ( sqq  ) в пластине без начального проги-

ба максимальные вертикальные перемещения (0,43h) возникают в центре левой 

панели пластины толщиной h,70 , а минимальные – в пластине толщиной 1,5h – 

(0,29h) (табл. 4.5). 

В табл. 4.6 представлено сравнение прогибов W  центра левой панели 

ребристой пластины при положительном h,W 500   и отрицательном 

h,W 500   начальных прогибах в процентном соотношении к прогибам, по-

лученным без учёта начального прогиба ( 00 W ). Знаки «-», «+» показывают 

соответственно уменьшение и увеличение вертикальных перемещений пла-

стины, имеющей начальный прогиб, по сравнению с вертикальными переме-

щениями пластины W  без начального прогиба. 

Таблица 4.6 

Толщина 

пластины 

sqq   sqq 2  

Отличие дополнительных прогибов центра левой 
панели при h,W 500   и при 00 W , % 

0,7h - 32,3 - 27,1 

h - 23,8 - 24,4 

1,5h - 14,1 - 21,8 

 Отличие дополнительных прогибов центра левой 
панели при h,W 500   и при 00 W , % 

0,7h + 19,6 + 26,0 

h + 7,5 + 19,6 

1,5h + 1,6 + 19,3 

 Отличие суммарных прогибов центра левой  

панели при h,W 500   и при 00 W , % 

0,7h + 49 + 25 

h + 74 + 32 

1,5h + 104 + 31 
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продолжение табл. 4.6 

Толщина 

пластины 

sqq   sqq 2  

Отличие суммарных прогибов центра левой  

панели при h,W 500   и при 00 W , % 

0,7h - 62 - 28 

h - 90 - 37 

1,5h - 116 - 33 
 

Согласно анализу графиков зависимостей приведённых дополнитель-

ных прогибов от нагрузки – « -qW » (рис. 4.23), эпюр приведённых дополни-

тельных прогибов (рис. 4.24) отмечается определённая закономерность. В 

пластинах с положительным начальным прогибом, нагруженных несиммет-

ричной нагрузкой sqq  , дополнительные прогибы становятся меньше, по 

сравнению с прогибами пластин без начального прогиба. При отрицательном 

начальном прогибе отмечается увеличение дополнительных прогибов, особен-

но с ростом нагрузки (рис. 4.23). Что указывает на большее развитие мембран-

ных составляющих деформаций. Минимальное увеличение дополнительного 

прогиба в пластине толщиной h5,1  при нагрузке sqq   составило 1,6 % 

(табл. 4.6, рис. 4.25).  

Уменьшение суммарных прогибов происходит в пластинах с отрица-

тельным начальным прогибом. В пластинах с положительным начальным 

прогибом суммарные прогибов увеличиваются по сравнению с прогибами 

пластины без начального прогиба. В пластине толщиной 1,5h максимальное 

имеет место увеличение суммарных прогибов (104 %) (рис. 4.26, в).  

С увеличением нагрузки разница между дополнительными прогибами пла-

стин с начальным прогибом становится больше, по сравнению с дополнительны-

ми прогибами пластин без начального прогиба. И обратный результат наблюдает-

ся при анализе суммарных прогибов (табл. 4.6). 

В таблицах 4.7, 4.8 представлено сравнение приведённой интенсивно-

сти деформаций нижних (табл. 4.7) и верхних (табл. 4.8) волокон центра па-

нели при положительном h,W 500   и отрицательном h,W 500   начальных 
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прогибах в процентах к приведённой интенсивности деформаций, получен-

ной при расчёте пластины без начального прогиба ( 00 W ). 

Таблица 4.7 

Толщина 

пластины  

sqq   sqq 2  

Отличие интенсивности деформаций 

нижних волокон центра левой панели 

при h,W 500   и при 00 W , % 

0,7h 19,92 18,28 

h 13,03 16,59 

1,5h 5,09 17,31 

 Отличие интенсивности деформаций 

нижних волокон центра левой панели 

при h,W 500   и при 00 W , % 

0,7h 4,02 5,15 

h 8,97 4,02 

1,5h 9,59 8,55 

 

При нагрузке sqq   наибольшие напряжения имеют место в нижних 

волокнах центра панели. Менее всего сказывается влияние положительного 

начального прогиба на напряжённое состояние нижних волокон центра пане-

ли пластины толщиной h5,1  (5,09 %). Наличие отрицательного начального 

прогиба меньше всего сказывается на интенсивности деформаций нижних 

волокон пластин толщиной h7,0  (4, 02 %) (табл. 4.7, рис. 4.27). Это связано с 

большим влиянием на тонкие пластины продольных усилий по сравнению с 

влиянием изгибающих моментов.  

Таблица 4.8 

Толщина 

пластины 

sqq   sqq 2  

Отличие интенсивности деформаций 

верхних волокон центра панели 

при h,W 500   и при 00 W , % 

0,7h 42,3 37,46 

h 32,98 42,3 

1,5h 22,21 30,44 
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продолжение табл. 4.8 

Толщина 

пластины 

Отличие интенсивности деформаций 

верхних волокон центра панели 

при h,W 500   и при 00 W , % 

0,7h 42,23 46,29 

h 22,28 37,56 

1,5h 12,78 35,53 
 

При отрицательном начальном прогибе с увеличением нагрузки за пре-

делом упругости материала для верхних волокон процент погрешности уве-

личивается у пластин толщиной h  и h5,1 . 

Для верхних волокон пластин меньшей толщины более выражено вли-

яние продольных усилий уже для значения sqq   (табл. 4.8).  

Анализ результатов расчётов показал значительное влияние начального 

прогиба на напряжённо-деформированное состояние пластины. 

 

4.2. Анализ влияния начального прогиба на напряжённо-

деформированное состояние подкреплённой цилиндрической оболочки 

с учётом физической и геометрической нелинейностей 

В данном параграфе приведён анализ влияния начального симметричного про-

гиба и рёбер разной жёсткости на НДС шарнирно закреплённой цилиндрической по-

логой оболочки ( 302  hakk уу  − безразмерная главная кривизна; см84,3f  – 

стрела подъёма оболочки) при возрастающей нагрузке ( 44 Ehqbq  ) [164]. Обо-

лочка ( 5050 hbha ) постоянной толщины h  выполнена из материала Д16Т 

(рис. 4.30). Диаграмма деформирования материала приведена на рис. 4.31.  

Оболочка подкреплена продольными рёбрами жёсткости: 

    52 hhhb рр  (слабое ребро [100]) или     114 hhhb рр  (сильное 

ребро), где рb , рh  – ширина и высота ребра жёсткости. Поперечные кромки 

шарнирно закреплены. Ребро установлено с эксцентриситетом e . 
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Начальный прогиб представлен в аналитическом виде: 

     yFxFWyx,Wn 210 . 

Здесь 0W  − максимальное значение начального прогиба в центре обо-

лочки ( hhW 5,0;0;5,00  ). Функции  axxF /sin)(1   при  ax 0 ; 

 )2//(1(5,0sin)(2 byyF   при  2/2/ byb  . 

При расчёте учитывались геометрическая и физическая нелинейности. 

Целью исследования являлся анализ результатов расчёта гибких подкреп-

лённых пологих цилиндрических оболочек с начальным прогибом за пределом 

упругости материала. Анализировалось влияние положительного и отрицатель-

ного начального прогиба и разной жёсткости рёбер на НДС оболочки. 

Подкрепление рёбрами жёсткости     52 hhhb рр . 

Для центральной части оболочки, подкреплённой рёбрами 52 , при поло-

жительном и отрицательном начальном прогибе рассматривались полученные в 

результате расчёта характерные графики: « Wq  » (рис. 4.32) и « qei  » 

(рис. 4.33). Здесь: приведённая нагрузка 44 Ehqbq  , приведённый прогиб 

hWW  , приведённая интенсивность деформаций sii eee / , W  – дополнитель-

ный прогиб пластины от нагрузки, q  – величина нагрузки, se  − предел текучести 

материала.  
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Рис. 4.32. График зависимости « Wq  » для центральной части оболочки с рёбрами 2х5  
 

Согласно результатам, представленным на рис. 4.32 « Wq  », следует 

отметить существенное влияние знака начального прогиба. Установлено, что 

более деформируемой является оболочка с положительным начальным про-

гибом. Однако для оболочки с отрицательным начальным прогибом отмеча-

ется наличие критической нагрузки 86q , после которой рассматриваемая 

конструкция теряет устойчивость. Она деформируется активно под действи-

ем нагрузки. 
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Рис. 4.33. График зависимости « ieq  » для центральной части оболочки с рёбрами 2х5 
 

Результаты расчёта, приведённые на рис. 4.33 « qei  », показывают 

существенное влияние знака начального прогиба. Установлено, что интен-
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сивность деформаций больше при положительном начальном прогибе. Так 

как напряжение зависит от деформации, то более напряжёнными являются 

верхние волокна при положительном начальном прогибе. 

Для нижней части оболочки следует отметить разные знаки интенсивно-

сти деформаций. Это происходит потому, что при положительном начальном 

прогибе нижние волокна рассматриваемой оболочки растягиваются, а при от-

рицательном – сжимаются. Более напряжённой в центральной точке является 

оболочка с положительным начальным прогибом. Однако для оболочки с отри-

цательным начальным прогибом, как уже отмечалось выше, имеется критиче-

ская нагрузка 86/ 44  Ehqbq , при достижении которой она теряет устойчи-

вость и активно деформируется.  

На рис. 4.34 показано развитие зон упругопластических деформаций обо-

лочки по её толщине при положительном и отрицательном начальных проги-

бах. На верхней части рис. 4.34 представлена верхняя поверхность оболочки, а 

на нижней – нижняя поверхность. Слева изображены результаты расчёта обо-

лочки с положительным начальным прогибом, а справа с отрицательным. 

 

 
 

Рис. 4.34. Зоны пластичности по нижней и верхней поверхностям оболочки 

подкреплённой рёбрами 52  при нагрузках 50q  ( ); 5,64q  ( ) 
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Из рассмотрения зон пластичности следует, что пластические деформации 

больше развиваются в оболочке с положительным начальным прогибом, особен-

но в нижних волокнах. В четвертях оболочки по диагонали с отрицательным 

начальным прогибом зона пластичности распространяется на всю толщину обо-

лочки. Это указывает на значительное влияние мембранных усилий.  

Подкрепление рёбрами жёсткости     114 hhhb рр . 

Ниже приведены графики зависимостей « Wq  », (рис. 4.35) и « ieq  » 

(рис. 4.36) для центральной части оболочки, подкреплённой рёбрами с попе-

речным сечением 114 , при положительном и отрицательном начальном 

прогибе. Максимальная величина 0W  равна половине толщины оболочки.  
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Рис. 4.35. График зависимости « Wq  » для центральной части оболочки с рёбрами 114  
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Рис. 4.36. График зависимости « ieq  » для центральной части оболочки с рёбрами 114  



 120 

Из рассмотрения графиков « Wq  » и « ieq  » для оболочки, подкреплённой 

сильными рёбрами жёсткости, отмечаются те же особенности НДС, что и при сла-

бом ребре жёсткости. Это связано с тем, что слабое ребро поставлено с эксцентри-

ситетом, что увеличивает жёсткость ребра. 

Рассмотрены зоны пластичности по толщине оболочки (рис. 4.37). Из рас-

смотрения зон пластичности следует, что пластические деформации больше 

развиваются в оболочке с положительным начальным прогибом, особенно в 

нижних волокнах. Но наиболее развиты пластические деформации в централь-

ной части оболочки для верхних волокон. В нижней части оболочки зоны пла-

стичности развиваются по диагонали при положительном начальном прогибе, а 

при отрицательном – на нижней поверхности зоны пластичности развиваются в 

угловых зонах. 

 

Рис. 4.37. Зоны пластичности по нижней и верхней поверхностям оболочки, 

подкреплённой рёбрами 114  при нагрузках 50q  ( ); 5,64q  ( ) 

 

Анализ результатов расчётов показал, что при положительном начальном 

прогибе пластические деформации больше развиваются по поверхностям, 

особенно в нижних волокнах оболочки, как при слабых рёбрах, поставлен-

ных с эксцентриситетом, так и при сильных рёбрах.  

При слабых рёбрах жёсткости с отрицательным начальным прогибом 

оболочки зоны пластичности более развиты по толщине оболочки в четвер-
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тях по диагонали (рис. 4.34). Это указывает на влияние мембранных усилий.  

При сильных рёбрах жёсткости с отрицательным начальным прогибом, 

зоны пластичности развиваются на нижней поверхности в угловых частях 

оболочки, а при положительном начальном прогибе по диагонали (рис. 4.37).  

Независимо от жёсткости подкрепляющих рёбер, более деформируемой 

является  оболочка с положительным начальным прогибом. Однако оболочка с 

отрицательным начальным прогибом теряет устойчивость «в большом» и 

начинает деформироваться после потери устойчивости более активно. 

Для нижней части сечения оболочки, подкреплённой слабыми рёбрами 

жёсткости, отметим разные знаки интенсивности деформаций. Это происхо-

дит оттого, что при положительном начальном прогибе нижние волокна рас-

сматриваемой оболочки растягиваются, а при отрицательном – нижние во-

локна сжимаются. Более напряжённой в рассматриваемом центральном сече-

нии является оболочка с положительным начальным прогибом. 

 

4.3. Определение напряжённо-деформированного состояния пластины 

с разным уровнем смещения центральной опоры 

при действии поперечной нагрузки 

Смещение уровня промежуточной жёсткой опоры пластины даёт воз-

можность снизить значение расчётного изгибающего момента более чем на 

40 %, что ведёт к уменьшению расхода материала элементов конструкций и 

стоимости монтажа [83].  

В данном параграфе рассматривается изотропная, неразрезная, гибкая 

пластина постоянной толщиной см 1h  с двумя равными панелями 

5050ba  (см) и шарнирным опиранием всех сторон её контура. Дей-

ствующая нагрузка q  – равномерно распределённая (рис. 4.38). Материал 

пластины Ст3. Диаграмма деформирования материала представлена на 

рис. 4.1, б. Срединная поверхность пластины имеет начальный синусоидаль-
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ный прогиб (4.1) с максимальным положительным значением 0W  в центре 

пластины (рис. 4.38). Ось y  – ось симметрии пластины. 
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Рис. 4.38. Расчётная схема пластины 
 

 

Определяется напряжённо-деформированное состояние пластины при раз-

ной величине начального прогиба 0W . Рассматривается нелинейная постановка 

задачи, одновременно учитывающая физическую и геометрическую нелинейно-

сти. Ниже приведены результаты, полученных параметров напряжённо-

деформированного состояния пластины при разной величине смещения цен-

тральной опоры и возрастании приведённой поперечной нагрузки 44 / Ehqbq   

от 0 до 29,76 в пределах и за пределом упругости (максимальная приведённая 

нагрузка 76,29q соответствует нагрузке МПа1q ). Максимальная величина 

смещения hhhW 5,1;;5,0;00   – в центре пластины. 

Одной из характеристик напряжённо-деформированного состояния при 

расчёте пластины являлся изгибающий момент xM . Изменение приведённо-

го изгибающего момента sxx MMM /  ( 6/2hM ss  ) центра пластины по-

казано на рис. 4.39 при разных значениях начального прогиба. На рис. 4.41 

приведены эпюры приведённого изгибающего момента sx MM /  панели по 

оси симметрии пластины при 76,29q . Приведены результаты исследования 

НДС только для первой панели, так как задача симметричная.  

Приведённый прогиб W/hW   в центре панели характеризует жёсткость 

пластины в зависимости от приведённой нагрузки 44 / Ehqbq   (рис. 4.40). 

Эпюры приведённых прогибов по оси симметрии пластины y  в зависимости 

от начального прогиба при 76,29q  приведены на рис. 4.42.  
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Рис. 4.41. Эпюра приведённого продольного изгибающего момента sx MM /  левой панели 

по оси симметрии пластины при 76,29q  
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Рис. 4.42. Эпюра приведённых прогибов левой панели 

по оси симметрии пластины при 76,29q  

 

Рис. 4.39. График зависимости « xMq  » 

центра пластины 

Рис. 4.40. График зависимости « Wq  » 

центра левой панели 
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Деформированное состояние верхних и нижних волокон пластины ха-

рактеризуется приведённой интенсивностью деформаций – sii eee /  

( Ees /σs − деформация предела текучести материала) в центре пластины 

в зависимости от приведённой поперечной нагрузки q  (рис. 4.43, 4.44) и 

эпюрами приведённой интенсивности деформаций ie  по оси симметрии 

пластины y  в зависимости от начального прогиба при 76,29q  

(рис. 4.45, 4.46). 

0 10 20 30 40 50

-2,5

-2,0

-1,5

-1,0

-0,5

0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

e
i
/e

s

 W
0
=0

 W
0
=0,5h

 W
0
=h

 W
0
=1,5h

y
/

 

 

 

Рис. 4.45. Эпюра приведённой интенсивности деформаций  

нижних волокон панели при 76,29q  

 

Рис. 4.43. График зависимости « qei  » 

нижних волокон  центра пластины 

Рис. 4.44. График зависимости « qei  » 

верхних волокон центра пластины 



 125 

0 10 20 30 40 50

-1,5

-1,0

-0,5

0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5
e

i
/e

s

y
/

 W
0
=0

 W
0
=0,5h

 W
0
=h

 W
0
=1,5h

 

 

 

Рис. 4.46. Эпюра приведённой интенсивности деформаций 

верхних волокон панели при 76,29q  
 

Для качественного представления влияния начального прогиба на 

напряжённо-деформированное состояние на рис. 4.47 показано развитие зон 

пластичности верхней и нижней поверхностям и по толщине двухпролётной 

пластины при действии поперечных распределённых нагрузок ( q =23,808 и 

q =29,76) со смещением центральной опоры, равным толщине пластины 

( hW 0 ) и без смещения опоры ( 00 W ).  

Рис. 4.47. Развитие зон пластичности по полю и толщине пластины при действии 

поперечной нагрузки q =23,808 ( )и q =29,76 ( ) 
 

 

Анализ представленных эпюр, графиков и зон пластичности показал, что 

соответствующее смещение промежуточной жёсткой опоры позволяет изме-

нить напряжённо-деформированное состояние пластины. Увеличение сме-
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щения приводит к уменьшению прогибов, деформаций, а соответственно и 

напряжений пластины, а также уменьшению изгибающих моментов 

(рис. 4.39 – 4.46). 

При действии рассматриваемой распределённой на пластину нагрузки 

можно исключить появление зон пластичности за счёт смещения уровня 

осадки промежуточной жёсткой опоры (рис. 4.47). При увеличении началь-

ного прогиба уменьшаются напряжения и деформации.  

Так как рассматриваемое смещение уровня опор сравнимо с толщиной 

пластины, то необходим учёт нелинейностей. Прогибы и интенсивность дефор-

маций, полученные при учёте физической и геометрической нелинейностей су-

щественно отличаются от полученных при линейном решении.  

 

4.4. Изгиб за пределом упругости гибкой 

подкреплённой ребром пластины с начальным прогибом  

В данном параграфе приведены результаты исследования напряжённо-

деформированного состояния гибкой пластины, материал которой Ст3 рабо-

тает за пределом упругости [140]. Пластина постоянной толщины h =1 см с 

двумя равными панелями 5050ba  (см), подкреплена центральным реб-

ром ( )см(44 рр bh ), шарнирно оперта со всех сторон на жёсткие опоры 

(рис. 4.48). Начальный прогиб центра пластины задаётся выражением (4.1). 

 

Рис.4.48. Расчетная схема пластины 
 

При расчёте учитывалась физическая и геометрическая нелинейности. 

Для анализа напряжённо-деформированного состояния определялись верти-

кальные перемещения W  и интенсивности деформаций ie  при возрастающей 
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величине поперечной равномерно распределённой нагрузки с положитель-

ным начальным прогибом центра пластины. Величина начального прогиба 

hhhhW 2;5,1;;5.0;00  .  

Ниже приведён анализ результатов расчёта. Так как пластина нагруже-

на симметрично, то результаты приведены только для левой панели. 

На рис. 4.49 приведены графики, характеризующие изменение приве-

дённого изгибающего момента sx MM /  в продольном (вдоль оси y ) направ-

лении пластины с начальным прогибом центра пластины при приведённой 

нагрузке 76,2944  /Ehqbq  ( МПа1q ).  

Эпюры прогибов hW /  по оси симметрии пластины yпри приведен-

ной нагрузке 76,29q  в зависимости от величины начального прогиба пред-

ставлены на рис. 4.50.  

Деформированное состояние нижних волокон пластин при разном 

начальном прогибе центра пластины характеризуется эпюрами приведённой 

интенсивности деформаций sii /eee   от приведенной нагрузки 76,29q  по 

оси симметрии пластины (рис. 4.51) и диаграммой деформирования материа-

ла (рис. 4.1, б).  
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Рис. 4.49. Эпюра приведенных изгибающих моментов пластины 

при 76,29q  
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Рис. 4.50. Эпюра приведенных прогибов по оси симметрии пластины 

при 76,29q  
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Рис. 4.51. Эпюра приведённой интенсивности деформаций 

по оси симметрии пластины при 76,29q  

 

Анализ представленных выше (рис. 4.49-4.51) результатов исследова-

ния ребристой пластины показал, что с увеличением начального прогиба из-

гибающие моменты, прогибы и интенсивность деформаций уменьшаются. 

Жёсткость рассматриваемых пластин при разном начальном прогибе опреде-

лялась по графикам зависимости приведённого прогиба в центре панели (рис. 4.52) 

и в центре пластины (рис. 4.53) от поперечной приведённой нагрузки q . 

Деформированное состояние рассматриваемой пластины анализировалось по 

графикам зависимости « qei  » при разных начальных прогибах центра пластины 

( hhhhW 2;5,1;;5.0;00  ), построенных для нижних волокон центра панели (рис. 

4.54), для верхних волокон центра пластины (рис. 4.55).  

Анализ результатов исследований, представленных выше, показал, что 

с увеличением начального прогиба центра пластины вертикальные переме-

щения и интенсивность деформаций уменьшаются (рис. 4.54 - 4.55). 
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Для анализа напряжённо-деформированного состояния по оси симмет-

рии пластины построены эпюры приведенных прогибов (рис. 4.56), приве-

денной интенсивности деформаций (рис. 4.57) при разном начальном проги-

бе в зависимости от возрастающей приведённой нагрузки ( 76,2994,5 q ). 

Построены зоны по толщине подкрепленной пластины с начальным про-

гибом (рис. 4.58). 

Рис. 4.54. График зависимости « qei  » 

нижних волокон центра панели 

Рис. 4.55. График зависимости « qei  » 

верхних волокон центра пластины 

Рис. 4.52. График зависимости « Wq  » 

центра панели 

Рис. 4.53 График зависимости « Wq  » 

центра пластины 
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Рис. 4.56. Эпюра приведённых прогибов пластины 
с разным начальным прогибом при нагрузке 76,2994,5 q  
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Рис. 4.57. Эпюры приведённой интенсивности деформаций пластины 
с разным начальным прогибом при нагрузке 76,2994,5 q  
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Рис. 4.58. Зоны пластичности по верхней и нижней поверхностям 

и толщине пластины с разным начальным прогибом 

при нагрузке 82,17q  ( ); 81,23q  ( ); 76,29q   ( ) 
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Общий анализ результатов расчёта гибкой пластины, подкреплённой реб-

ром, поставленным с эксцентриситетом и имеющим начальный прогиб, показал: 

- при действии нагрузки на пластину можно исключить появление зон 

пластичности за счёт изменения начального прогиба центрального ребра. Так, 

например, при hW 0  (рис. 4.58) верхние волокна почти не имеют пластиче-

ских деформаций (небольшая зона в угловой части пластины); 

- увеличение начального прогиба пластины приводит к увеличению вер-

тикального перемещения пластины. При этом дополнительные вертикальные 

перемещения и деформация (а соответственно и напряжения) пластины умень-

шаются, также уменьшаются изгибающие моменты (рис. 4.49 – 4.51). Так под 

действием максимальной нагрузки 76,29q  при 00 W  в центре первой па-

нели дополнительное перемещение составило 82,0W/h , интенсивность де-

формаций – 5,2/ si ee , а для варианта hW 20  , дополнительное вертикаль-

ные перемещение пластины – 2,0W/h , интенсивность деформаций – 

9,0/ si ee  (рис. 4.56, 4.57). Объясняется это тем, что при увеличении поло-

жительного начального прогиба форма пластины близка к пологой оболочке, 

и конструкция становится более жёсткой. Увеличивается влияние мембран-

ных составляющих деформаций;  

- во всех рассмотренных случаях расчётов, для подкреплённых гибких 

пластин с начальным прогибом с ростом поперечной нагрузки интенсивность 

деформаций плавно возрастает. Это указывает на активную деформацию 

конструкции и нагружение, близкое к простому. При этом выполняются не-

обходимые условия применения теории малых упругопластических дефор-

маций, что позволяет считать полученные результаты близкими к реальным; 

- так как рассматриваемое начальное смещение сравнимо с толщиной 

пластины, то неучёт физической и геометрической нелинейности даёт суще-

ственную погрешность при определении напряжённо-деформированного со-

стояния. 
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4.5. Определение напряжённо-деформированного состояния 

подкреплённой пластины с начальным прогибом со свойствами 

материала, зависящими от температуры 

 

Тонкостенные конструкции широко применяются в различных обла-

стях техники и строительства, которые в процессе эксплуатации находятся 

под действием не только силовых нагрузок, но и температурного поля. 

Воздействие высоких температур существенно влияет на НДС конструк-

ции и механические характеристики материала. Так увеличение температуры 

приводит к снижению величины модуля упругости, что вызывает уменьшение 

жёсткости конструкции [187]. Неучёт этого фактора приводит к существенным 

погрешностям при расчёте НДС конструкции [95, 96]. Проектирование элемен-

тов конструкций, находящихся в неравномерном температурном поле, требует 

проведения более точных расчётов с учётом неоднородных свойств материала, 

зависящих от температуры.  

Ниже приведены исследование напряжённо-деформированного состояния 

стальных подкреплённых пластин при нагружении несимметричной равномерно 

распределённой нагрузкой и воздействии температурного поля с учётом физиче-

ской и геометрической нелинейностей. 

 

4.5.1. Влияние температуры на напряжённо-деформированное состо-

яние ребристой пластины с начальным прогибом 

Представлены результаты и проведён анализ исследования напряжённо-

деформированного состояния гибкой прямоугольной пластины постоянной 

толщины cм 1h  с двумя одинаковыми панелями 5050ba  (см) под-

крепленной по центру ребром )см(44 рр bh . Учитывается начальный 

прогиб пластины, при этом максимальный начальный прогиб в центре пла-

стины составляет h,W 500   (рис.4.58). Материал пластины сталь Ст3. 

При расчёте пластины определялись вертикальные перемещения W , 

интенсивность деформаций ie  при возрастающей поперечной равномерно 
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распределённой нагрузке q  и температурах Ct  400 300; 200; 100; 20; . За-

висимость механических свойств материала от температуры взята из работ 

В.П. Круглова [108], Н.И. Безухова [21] и приведена в таблице 4.9.  

 
 

Рис. 4.58. Расчётная схема пластины 

 

Начальный синусоидальный прогиб nW  представлен выражением (4.1). 

Результаты расчёта напряжённо-деформированного состояния рассматривае-

мой гибкой пластины с начальным прогибом при разной температуре и дей-

ствующей поперечной несимметричной приложенной нагрузки приведены на 

рис. 4.59 – 4.66.  

Таблица 4.9.  

Механические свойства стали Ст.3 

Температура Ct  ,
 20 100 200 300 400 

Модуль упругости МПа,E  5101,2   5100,2   51088,1   51072,1   51012,1   

Предел текучести МПа,σs  240 220 210 180 140 

Коэффициент линейного рас-

ширения С/1,  
12,0 12,1 12,2 12,8 13,5 

 

На рис. 4.59, 4.60 представлены графики зависимости приведенного про-

гиба W/h  от нагрузки q  для центра пластины и центра левой панели при разных 

действующих температурах.  

sW  

nW  

q  

q  
0W  

sW  

nW  

b/2 

z z 

b/2 b/2 b/2 y 

x 

b/2 b/2 b/2 

x 

y 

a
/2

 

b/2 

a
/2

 

 



 136 

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,12

q, МПа q, МПа

W/h

 20 град

 100 град

 200 град

 300 град

 400 град

центр панели

W/h

 

 

 20 град

 100 град

 200 град

 300 град

 400 град

 

 

 

 

 

 
 

 

Графики зависимости «интенсивность напряжений - нагрузка» – « qi  », 

«приведённая интенсивность деформаций - нагрузка» – « q/ee si  » (рис. 4.59-

4.66) представлены для наиболее деформируемых и напряжённых волокон пла-

стины: нижних волокон центра нагруженной панели, нижних волокон центра пла-

стины, нижних волокон ребра. 

Наибольшие прогибы возникают в левой панели, где приложена рав-

номерно распределенная нагрузка (рис. 4.59). Чем больше температура, тем 

больше прогибы. Это связано с изменением механических свойств стали. 

Особенно отличаются результаты при 400 С . 
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Рис. 4.61. График зависимости « q/ee si  » 

нижних волокон центра пластины 

Рис. 4.62. График зависимости « qi  » 

нижних волокон центра пластины 

Рис. 4.59. График зависимости « hWq / » 

центра левой панели 

Рис. 4.60. График зависимости « hWq / » 

центра пластины 
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На рис. 4.61, 4.63, 4.65 приведены зависимости приведённой интенсив-

ности деформаций верхних волокон центра первой панели, нижних волокон 

центра пластины и нижних волокон ребра жёсткости в зависимости от попе-

речной нагрузки q  при различных значениях температуры. 

На рис. 4.62, 4.64, 4.66 приведены аналогичные результаты для интен-

сивности напряжений. 

В рассматриваемом диапазоне нагрузок пластические деформации ребра 

возникают при температурах больше 300 С . Наибольшие напряжения и дефор-

мации имеют место в левой панели, где приложена равномерно распределенная 

Рис. 4.65. График зависимости « q/ee si  » 

нижних волокон ребра 

Рис. 4.66. График зависимости « qi  » 

нижних волокон ребра 

Рис. 4.63. График зависимости « q/ee si  » 

нижних волокон центра нагруженной панели 

Рис. 4.64. График зависимости « qi  » 

нижних волокон центра нагруженной панели 
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нагрузка. С увеличением температуры увеличиваются перемещения и интенсив-

ность деформаций, что обусловлено изменением механических свойств стали. 

Наибольшее отличие значений вертикальных перемещений, деформаций и 

напряжений наблюдается в пластине при действии температуры 400 С . 

Анализ представленных результатов показывает, что: 

Графики зависимости «приведённый прогиб - нагрузка» – « qhW / », «ин-

тенсивность напряжений - нагрузка» – « qi  », «приведённая интенсивность 

деформаций - нагрузка» – « qee si / », полученные при разной температуре в 

наиболее характерных точках (в центре панели, возле ребра, в ребре), характери-

зуют напряжённо-деформированное состояние рассматриваемой пластины.  

При увеличении температуры механические свойства материала Ст3 

значительно изменяются и пластина становится менее жёсткой, поэтому с 

ростом нагрузки увеличиваются все параметры НДС, в частности, прогибы и 

интенсивность деформаций. 

При возникновении пластических деформаций графики интенсивности 

напряжений i   в зависимости от нагрузки q  и действующей температуры 

становятся неинформативными (рис.4.62, 4.64, 4.66), так как для стали Ст3 

интенсивность напряжений становится постоянной за пределом упругости 

материала (диаграмма Прандтля). Необходимую информацию для анализа 

напряжённо-деформированного состояния дают графики приведённой ин-

тенсивности деформаций si ee /  в зависимости от нагрузки q  и действующей 

температуры (рис. 4.61, 4.63, 4.65).  

Все полученные зависимости нелинейные. Если продолжить начальные 

зависимости на графиках линейно, то получаем линейное решение, которое зна-

чительно отличается от нелинейного. Таким образом, результаты расчёта указы-

вают на необходимость учёта физической и геометрической нелинейности. 
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4.5.2. Влияние изменяющейся по полю температуры на напря-

жённо-деформированное состояние подкреплённой пластины с началь-

ным прогибом  

Исследуется упругое и упругопластическое НДС стальной пластины с 

начальным прогибом, находящейся в неравномерном температурном поле 

[138]. Расчётная схема представлена на рис. 4.67. 

 
 

Рис. 4.67. Расчётная схема пластины 

 

Пластина постоянной толщины 1h  см в центре подкреплёна опорой и 

разделена на две панели размером ( 5050ba  (см)) каждая.  

Температура по полю изменяется согласно зависимости: 

  max
1 2/

1 t
b

by
t k
y 


  .     

Здесь k – номер панели. Расчёт проведён для следующих значений темпера-

туры:  Ct ,400;300;200;100;20max  .  

Для анализа НДС пластины, находящейся в неравномерном темпера-

турном поле, определялись прогибы и интенсивность деформаций, характе-

ризующие прочность и жёсткость двухпанельной пластины в зависимости от 

величины и знака начального прогиба. Начальный синусоидальный прогиб 

nW  представлен выражением (4.1). Максимальный начальный прогиб в цен-

тре пластины принимался равным hhW  ;0;0 . 
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Модель Гольденблата-Николаенко позволяет учитывать зависящие от 

температуры характеристики материала путем построения аппроксимирую-

щих зависимостей. 

Значения механических характеристик материала Ст3 при разных темпе-

ратурах приведены в таблице 4.9. 

Чтобы наиболее полно оценить несущую способность конструкции при 

расчёте одновременно учитывались физическая и геометрическая нелинейности. 

Температурные перемещения W  определялись методом Ритца с ис-

пользованием метода перемещений. Также определялись полные прогибы sW  

пластины, получаемые суммированием начального прогиба nW  и темпера-

турных перемещений W .  

Для анализа влияния температурного поля на вертикальные перемеще-

ния и интенсивность деформаций пластин с начальным прогибом представле-

ны эпюры этих параметров НДС.  

Результаты расчёта НДС рассматриваемой гибкой пластины с началь-

ным прогибом, находящейся в неравномерном температурном поле, приве-

дены на рис. 4.68, 4.69, 4.70. Ввиду симметрии пластины и температуры 

представлены эпюры только для левой панели. 

На рис. 4.68 изображены эпюры прогибов W  вдоль оси симметрии пла-

стины при hhW  ;0;0  при разных значениях температуры. Для наглядно-

сти результаты представлены в виде таблицы (табл.4.10). 

 

Таблица 4.10 

Прогибы W  центра панели 

   Ct ,  

oW  
С100  С200  С300  С400  

00 W  0,021h 0,79h 1,14h 1,38h 

hW 0  0,11h 0,57h 0,82h 1,03h 

hW 0  0,25h 0,57h 0,82h 1,03h 
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Рис. 4.68. Эпюры прогибов W  левой панели пластины 

при разном температурном воздействии с начальным прогибом 0W : 

а) 00 W ; б) hW 0 ; в) hW 0  
 

Из представленных эпюр следует, что в центре панели максимальные 

прогибы W  пластины возникают с увеличением температуры при 00 W .  

Из таблицы 4.10 видно, что при температуре С100  разница между вер-

тикальными перемещениями при различных начальных прогибах составляет 

более 100%, с ростом температуры эта разница уменьшается и составляет при 

С200  – 28% , а при С400  – 25%. При этом наблюдается: при температуре 

С100  температурные перемещения W  в пластине с положительным началь-
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ным прогибом меньше, чем при отрицательном, а при С200  и более, верти-

кальные перемещения W  не зависят от знака начального прогиба.  

На рис. 4.69 изображены эпюры суммарных прогибов sW  пластины, за-

висящих от величины начального прогиба ( hhW  ;0;0 ), при температу-

рах С100  и С400 .  

 

Рис. 4.69. Эпюры суммарных прогибов sW  левой панели пластины 

с разным начальным прогибом 0W  при температурном воздействии: 

а) Ct 100max  ; б) Ct 400max   

 

В таблице 4.11 представлены результаты расчёта. 
 

Таблица 4.11 

Суммарные прогибы sW центра панели 

         Ct ,    

   oW  
С100  С200  С300  С400  

00 W  0,021h 0,79h 1,14h 1,38h 

hW 0  0,82h 1,27h 1,53h 1,74h 

hW 0  0,95h 1,27h 1,53h 1,73h 

 

Увеличение температуры приводит к увеличению суммарных прогибов 

sW . При 00 W  наблюдается значительный рост sW . При hW 0  суммар-

ный прогиб увеличился в 2,1 раза, а при hW 0  увеличение sW  составило 

1,8 раза (табл. 4.11). 

На рис. 4.70 представлены эпюры приведённой интенсивности дефор-

маций верхних и нижних волокон левой панели пластины в зависимости от 
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температуры для разных значений начального прогиба 0W .  

 

Рис. 4.70. Эпюры приведённой интенсивности деформаций левой панели при различных 0W  

а) для верхних волокон; б) для нижних волокон 
 
 

В таблицах 4.12, 4.13 представлены результаты расчётов приведенной 

интенсивности деформаций для верхних и нижних волокон центра панели, 

имеющей разное значение начального прогиба. 

Таблица 4.12 

Интенсивности деформаций si ee / верхних волокон центра панели 

Ct ,  

oW  
С100  С200  С300  С400  

00 W  -0,491 -2,753 -3,962 -4,649 

hW 0  -0,371 -1,777 -2,622 -3,289 

hW 0  0,604 1,566 2,344 2,9 
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Таблица 4.13 

Интенсивности деформаций si ee /  нижних волокон центра панели 

Ct ,  

oW  
С100  С200  С300  С400  

00 W  -0,423 1,978 2,982 3,655 

hW 0  0,263 1,586 2,361 2,919 

hW 0  -0,781 -1,771 -2,614 -3,287 

Из анализа эпюр (рис. 4.70) следует, что при температуре более С200  в 

пластинах, имеющих начальный прогиб значения приведённой интенсивности 

деформаций в центре панели меньше, чем в пластине без начального прогиба. 

При температуре до С100  значения приведённой интенсивности де-

формаций в центре пластины с отрицательным начальным прогибом больше, 

чем в пластинах с положительным начальным прогибом. При температуре 

С200  и выше, приведённая интенсивность деформаций больше в пластинах 

без начального прогиба, а в пластинах с прогибом значения приведённой ин-

тенсивности деформаций отличаются незначительно (при hW 0  

777,1/ si ee , при hW 0   566,1/ si ee ). 

На основании проведённого исследования можно сделать следующие 

выводы: 

При температуре С100  вертикальные перемещения W  в пластине с по-

ложительным начальным прогибом меньше, чем при отрицательном, а при 

температуре С200  и более, вертикальные перемещения W  не зависят от зна-

ка начального прогиба. Это связано с развитием малых упругопластических 

деформаций и увеличением влияния усилий в срединной плоскости в связи с 

уменьшением изгибной жёсткости пластины от температурного воздействия. 

При рассматриваемом температурном воздействии положительные 

начальные прогибы приводят к уменьшению интенсивности деформаций в 

верхних волокнах на центральной опоре по сравнению с пластиной без 
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начального прогиба. Отрицательные начальные прогибы уменьшают интен-

сивность деформаций нижних волокон на центральной опоре. 

 

4.6. Выводы по четвёртой главе 
 

Представлены результаты исследования напряжённо-

деформированного состояния шарнирно опертых пластин, выполненных из 

материала Ст3 и пологой цилиндрической оболочки, выполненной из материа-

ла Д16Т, с начальным прогибом при действии равномерно распределённой 

поперечной нагрузки и температурного воздействия. 

Исследовалось: 

- влияние знака начального прогиба на напряжённо-деформированное 

состояние несимметрично нагруженных пластин разной относительной тол-

щины;  

- влияния начального симметричного прогиба и рёбер разной жёсткости на 

напряжённо-деформированное состояние шарнирно закреплённой цилиндриче-

ской пологой оболочки; 

- влияние разной величины смещения центральной опоры на напря-

жённо-деформированное состояние гибкой пластины при действии попереч-

ной симметричной нагрузки; 

- влияние величины положительного начального прогиба на напряжён-

но-деформированное состояние гибкой пластины, подкрепленной централь-

ным ребром, при действии симметричной поперечной нагрузки;  

- влияние температурного воздействия разной величины на напряжён-

но-деформированное состояние пластин, имеющих начальный прогиб и нахо-

дящихся под действием несимметричной поперечной нагрузки.  

В зависимости от рассматриваемой задачи, расчёт вёлся в линейной 

постановке, с учётом геометрической нелинейности, с учётом физической 

нелинейности и при совместном учёте физической и геометрической нели-

нейностей. 
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Прогибы и интенсивности деформаций, полученные при линейном ре-

шении, существенно отличаются от прогибов и интенсивностей деформаций, 

полученных с учётом физической и геометрической нелинейностей, особен-

но с уменьшением толщины пластины.  

Анализ результатов расчёта прямоугольных пластин, подкреплённых 

по центру ребром, показал, что при линейном расчёте без учёта начального 

прогиба в пределах упругости для пластин с толщиной h , результаты отли-

чаются от геометрически нелинейного решения в пределах 5 %. Для более 

тонких пластин достаточно проводить расчёт с учётом геометрической нели-

нейности. Такая же зависимость наблюдается при положительном начальном 

прогибе.  

При отрицательном начальном прогибе необходим учет геометриче-

ской нелинейности и при толщине h . 

Расчёты по определению параметров НДС за пределом упругости мате-

риала для пластин с толщиной h5,1  можно проводить с учётом физической не-

линейности без учёта геометрической нелинейности. Зависимости величин про-

гиба и интенсивности деформаций от нагрузки для пластин толщиной меньшей 

h  близки к линейным зависимостям до величины нагрузки, превышающей 

нагрузку начала текучести в 1,5 раза. Для пластин толщиной более 0,7h величи-

ны, характеризующие напряжённо-деформированное состояние, близки к полу-

ченным значениям с учётом геометрической нелинейности. Объясняется это 

тем, что пластины толщиной 0,7h близки к мембранам, в которых изгибными 

деформациями пренебрегаю в виду малости этих деформаций. 

Во всех рассмотренных случаях расчёта до величины нагрузки, превы-

шающей нагрузку начала текучести в 2,5 раза представленные зависимости 

« qW  » и « qei  », характеризующие напряжённо-деформированное состо-

яние пластины, плавно возрастают. Это указывает на активное простое 

нагружение. То есть, выполнялись необходимые условия применения теории 

малых упругопластических деформаций. Это позволило считать полученные 

результаты, соответствующие действительности [85]. 
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Анализ результатов расчёта подкреплённой цилиндрической оболочки 

показал, что при положительном начальном прогибе пластические деформа-

ции больше развиваются по поверхностям, особенно в нижних волокнах, как 

при слабых рёбрах, так и при сильных рёбрах жёсткости. Наиболее развиты 

пластические деформации по толщине оболочки в центральной части.  

При слабых рёбрах жёсткости с отрицательным центральным началь-

ным прогибом зона пластичности пронизывает всю толщину оболочки в чет-

вертях по диагонали. Это указывает на большее влияние мембранных уси-

лий, по сравнению с изгибающими моментами. При сильных рёбрах жёстко-

сти с отрицательным начальным прогибом зоны пластичности развиваются 

на нижней поверхности в угловых частях оболочки, а при положительном – 

по диагонали. 

Не зависимо от жёсткости подкрепляющих рёбер более деформируемой 

является оболочка с положительным начальным прогибом. Однако оболочка с 

отрицательным начальным прогибом теряет устойчивость «в большом» и 

начинает деформироваться после потери устойчивости более активно. 

Для нижней поверхности цилиндрической пологой оболочки, подкреп-

лённой слабыми ребрами жёсткости, отметим разные знаки приведённой ин-

тенсивности деформаций. Это происходит оттого, что при положительном 

начальном прогибе нижние волокна рассматриваемой оболочки растягива-

ются, а при отрицательном – сжимаются. Более напряжённой в рассматрива-

емом центральном сечении, является оболочка с положительным начальным 

прогибом. 

Анализ результатов расчёта прямоугольной пластины с центральной 

разделяющей шарнирной опорой и пластины, подкреплённой поставленным 

с эксцентриситетом ребром жёсткости, показал, что увеличение смещения 

центральной опоры при возрастании приведённой поперечной нагрузки при-

водит к уменьшению дополнительных прогибов, деформаций, а соответ-

ственно продольных, поперечных усилий и изгибающих моментов.  
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При определённых значениях действующей на пластину нагрузки 

можно исключить появление зон пластичности за счёт изменения положения 

центральной опоры. 

Исследование напряжённо-деформированного состояния стальной под-

крепленной пластины постоянной толщины cм 1h  с начальным прогибом 

h,W 500   в центре пластины на действие несимметричной нагрузки и темпе-

ратурного воздействия с учётом физической и геометрической нелинейно-

стей показало, что при увеличении температуры уменьшаются значения мо-

дуля упругости и предела текучести материала Ст3, пластина становится ме-

нее жёсткой, увеличиваются прогибы и интенсивность деформаций. При рас-

чёте рассматриваемых пластин необходим учёт физической и геометриче-

ской нелинейностей в зависимости от температуры. 

Увеличение положительного начального прогиба увеличивает жёст-

кость пластины. Так как рассматриваемое начальное смещение сравнимо с 

толщиной пластины, то неучёт физической и геометрической нелинейностей 

даёт существенную погрешность при определении компонентов напряжённо-

деформированного состояния. 

Качественные результаты зависимости напряжённо-деформированного 

состояния от величины начальных прогибов и температурного воздействия, 

полученные в примере, справедливы для любых аналогичных тонкостенных 

подкреплённых пластин, пологих оболочек и систем из них. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Основные результаты исследований, проведённых в диссертации, за-

ключаются в следующем. 

1. Разработана в аналитической форме физико-математическая модель 

расчёта пологих оболочек и пластин, нагруженных поперечной нагрузкой, 

позволяющая одновременно учитывать начальный прогиб, физическую и 

геометрическую нелинейности, температурное воздействие при ограничен-

ных пластических деформациях. Методика основана на энергетическом ме-

тоде с применением функционала Лагранжа.  

2. Обоснован метод линеаризации физических уравнений на каждом 

этапе приближения, позволяющий учитывать начальный прогиб элементов, 

физическую и геометрическую нелинейность, силовую нагрузку и действие 

температуры. 

3. Обосновано применение метода сопряженных градиентов и метода 

переменных параметров упругости нелинейной модели В.В. Петрова, 

И.Г. Овчинникова, позволяющих учитывать начальные прогибы элементов 

конструкции. 

4. Разработана компьютерная программа для определения НДС под-

креплённых прямоугольных пластин и пологих оболочек с начальными про-

гибами при действии поперечной нагрузки с учётом физической и геометри-

ческой нелинейностей. 

5. Исследована точность и сходимость разработанного алгоритма. Показа-

но, что для определения НДС подкрепленных упругих прямоугольных пластин 

и пологих оболочек с погрешностью до 5 % достаточно взять три, а для упруго-

пластического расчёта пять членов ряда функций перемещений с сеткой, рав-

ной одной двенадцатой соответствующего размера конструкции. 

6. Получены, проанализированы и систематизированы результаты рас-

чёта подкреплённых прямоугольных пластин и пологих оболочек с началь-

ным прогибом с учётом физической и геометрической нелинейностей, 

нагруженных распределённой нагрузкой.  
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7. Исследовано влияние на НДС начальных прогибов подкреплённых 

пластин, пологой оболочки и конструкций из них, нагруженных распреде-

лённой поперечной нагрузкой, при перемещениях, сравнимых с толщиной 

пластины, и ограниченных пластических деформациях с учётом физической 

и геометрической нелинейностей. 

Показана необходимость учёта начальных отрицательных прогибов, при-

водящих к большим значениям интенсивности деформаций и увеличению вер-

тикальных перемещений W , по сравнению с нулевыми или положительными 

начальными прогибами. При исследовании влияния начального прогиба на 

НДС пологой цилиндрической оболочки установлено, что более деформируе-

мой является оболочка с положительным начальным прогибом.  

8. Установлено влияние температуры (от 20 С  до 400 С ) на напряжён-

но-деформированное состояние подкреплённых пластин с начальным про-

гибом и ограниченными значениями пластических деформаций. Показано, 

что с повышением температуры увеличиваются прогибы и интенсивность 

деформаций.  

9. Установлено, что при упругопластическом расчёте подкреплённых 

пластин и оболочек при действии нагрузки, превышающей нагрузку, вызы-

вающую начало текучести, необходимо учитывать начальный прогиб, физи-

ческую и геометрическую нелинейности и изменение механических свойств 

материла при действии температурной нагрузки.  

Дальнейшее развитие исследований видится в развитии предложенно-

го численно-аналитического метода для расчёта нагруженных силовой 

нагрузкой подкреплённых пластин и пологих оболочек с учётом нелинейно-

стей и ползучести материала. 
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